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iii
NOMENCLATURA.

A relacgdo das variaveis utilizadas no desenvolvimento das diferentes
formulagdes de trajetérias, através dos polinémios cubicos de Hermite (PCH), é
logo a seguir colocada. A figura N.1 mostra algumas destas varidveis para um

trecho genérico 1i.
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Figura N.1 - Notagdo utilizada para identificar as variaveis que definem um
trecho de trajetéria, usando a formulagdo dos polinémios cubicos de

Hermite.

- matriz de configuragdo inicial do manipulador

- matriz de configuragdo final do manipulador

- matriz de transformagdo da configuragdo inicial na final
- matriz Jacobiana do manipulador ‘

-~ matriz de rotagdo do pulso sobre o eixo longitudinal
matriz de rotagdo do pulso sobre o eixo transversal

- quatérnion na trajetéria cartesiana

- quatérnion na trajetéria de coordenadas de junta

- matriz de translagdo

- vetor de coordenadas cartesianas
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-~ vetor de coordenadas de junta

- aceleracédo.

aceleracido inicial.
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- maxima aceleragdo admissivel.
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dF1 - derivada da fungdo F(s) no ponto inicial do PCH.

dF - derivada da fungdo F(s) no ponto final do PCH.

dt1 - derivada da fungdo t(s), no ponto s = O.

dt2 - derivada da fungdo t(s), no ponto s = 1.

dtil -~ derivada de t(s), no ponto s = 0, para o trecho 1i.

dt12 ~ derivada de t(s), no ponto s = 1, para o trecho i.

dx1 - derivada da fun¢do x(s), no ponto s = 0.

dx2 - derivada da fung¢do x(s), no ponto s = 1.

dx11 - derivada de x(s), no ponto s = 0, para o trecho i.

dx12 -~ derivada de x(s), no ponto s = 1, para o trecho i.

K - relagdo de velocidades para a trajetéria de trés trechos.

21 - comprimento do primeiro membro do manipulador.

22 - comprimento do segundo membro do manipulador.

23 - comprimento do terceiro membro do manipulador.

r - parametro de trajetéria nas coordenadas cartesianas.

T - relagdo de incrementos Ax.

rx4 - relagdo de incrementos Ax.

s - parametro da trajetéria nas coordenadas de junta. -
i - instante em que o iésimo ponto da trajetéria é atingido.
s -~ primeira derivada da fungio t(s).

s - segunda derivada da fungio t(s).

A tempo no ponto de aproximacio.

B tempo no ponto de bifurcagédo.

b tempo de retardo.

F tempo no ponto final.

R tempo de redefinigfio da trajetéria.

\ velocidade.

v, velocidade inicial.

X, posigdo no ponto i, especificado, da trajetéria.

X primeira derivada da fungdo x(s).

X s segunda derivada da fungdo x(s).

X primeira derivada de x, em relagdo a t.

X segunda derivada de x, em relagdo a t.

Xy coordenada no ponto de bifurcagio.

XB velocidade no ponto de bifurcacgio.

X aceleragdo no ponto de bifurcacio.

m
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coordenada no ponto final.

velocidade no ponto final.

aceleragdo no ponto final.

acréscimo de
acréscimo de
acréscimo de

acréscimo de

valor para a
valor para a

valor para a

tempo.
tempo para o intervalo 1i.
coordenada.

coordenada para o intervalo 1.

primeira coordenada de junta.
segunda coordenada de Jjunta.

terceira coordenada de junta.



DEFINIGOES.

Nesta secgdo estsio colocadas as principais definigdes dos termos e

variaveis que sio utilizados ao longo do texto, para facilitar sua leitura .
Atuador - Elemento de acionamento de uma determinada junta do manipulador.

Cinematica direta - Processo para obter a posigdo e orientagdo do efetuador, em
coordenadas cartesianas, quando fornecidas as coordenadas de junta,

que definem a configuragio.

Cinematica inversa - Processo analitico ou numérico para obter as coordenadas de
junta, relativas a uma dada posigio e orientagdo do efetuador em

coordenadas cartesianas.

Efetuador ( end effector ) - Elemento ativo do manipulador, que realiza o
trabalho propriamente dito a que o manipulador se propde. Pode ser na
forma de uma garra, de uma ferramenta de montagem, de uma pistola de

solda ou de pintura, etc..

Jacobiana - Matriz que relaciona os incrementos infinitesimais das coordenadas
cartesianas, com os incrementos das coordenadas de junta, conforme

equagdo (2.15).

Junta - Elemento construtivo do manipulador que faz a conexdo entre dois membros
ou ligagdes, permitindo movimento relativo entre as partes, podendo

ser de rotagdo ou de translacéio.

Aprendizado ( learning ) - Processo primitivo de programacio de manipuladores,
onde o efetuador é posicionado de forma seqiiencial ao longo da
trajetéria, sobre pontos bastante préximos entre si, e a posigdo
destes pontos, em coordenadas de junta, é memorizada pelo sistema de

programagio.

Ligagdo ( 1link ) - Elemento construtivo do manipulador, formando a parte

estrutural que une duas juntas consecutivas.

Manipulador - Mecanismo servocontrolado concebido para a execugdo de tarefas que

estdo programadas na meméria do sistema.



Programagdo off-line - Processo de programagdo em que esta & efetuada em um
sistema dedicado, onde o usuario pode testar varias alternativas e
possibilidades, podendo contar inclusive com uma simulagao

tridimensional do programa.

Pulso - Elemento construtivo do manipulador, usualmente colocado no extremo
mével deste, onde é fixado o efetuador, com movimento em geral
esférico, ou seja, com rotagio segundo trés eixos mutuamente

ortogonais.

Quatérnion - Representacdo matematica de entidades formadas por um escalar s e
por um vetor X, notado como R = (s,X), util na representagdo de

rotagdes finitas por exemplo.

Percurso - Conjunto de pontos no espago que formam o lugar geométrico por onde
passa a extremidade do efetuador. Pode conter adicionalmente a

informagdo de orientagdo do efetuador em cada ponto.

Sensores externos - Dispositivos que obtém informagBes acerca do meio ambiente
onde o manipulador se insere, no que diz respeito as distancias,

proximidade, tato,etc.

Sensores internos - Dispositivos que detectam as variadveis de estado do
manipulador, como posicio e velocidade, em cada uma das Jjuntas do

manipulador.

Trajetéria - Conjunto de dados referentes a posicio, velocidade e aceleracgdo, ao
longo do tempo, que o efetuador descreve no espago, seja no

cartesiano, seja no de junta, ao executar uma dada operacio.



RESUMO.

Este trabalho trata do problema de planejamento de trajetérias de
manipuladores servocontrolados, com énfase no uso dos polindmios cubicos de
Hermite para a geragio da trajetéria. Esta & formada pela justaposigido de varios
trechos, onde cada trecho tem a sua formulagdo dada por um polindémio de Hermite.
Com base neste principio varios tipos de trajetérias foram formulados, como a de
trés trechos,,a de quatro trechos, a genérica. Uma outra aplicagdo deste tipo de
formulagdo ¢é a definigdo de trajetérias édaptativas, com possibilidade de
redefinicio do objetivo da trajetéria em tempo real. Estas formulagdes sdo
usadas na simulagdo de um manipulador articulado, dentro de uma célula de

trabalho.



ABSTRACT.

The problem of generating a trajectory for a servo controlled
manipulator is treated in this work. The main objective is to use the Hermite
cubic polinomials for the trajectory definition. The trajectory is built by the
connection of several parts, each one with its own Hermite cubic polinomial.
Based in this methodology, some trajectory formulations are developed, as the
three parts, the four parts and a generic ohe. Based also on the Hermite cubic
polinomials, it is also proposed a formulation for adaptative trajectories,
which allows for the terminal point redefinition, in real time, as needed in a
collision avoidance strategy. These formulations are used in an articulated

manipulator simulation, working inside a manufacturing cell.



CAPITULO 1.
INTRODUGAO.

Com a nova revolugdo industrial, decorrente da maciga aplicagdo da
informatica no processo produtivo, seja a nivel de desenvolvimento de produto, a
nivel de fabricagdo e controle de qualidade, ou a nivel de planejamento e
gerenciamento, a necessidade de um melhor uso de sistemas e conceitos de
automagdo industrial se faz sentir, visando uma crescente integracdo entre os
sistemas e o emprego de processos inteligentes, capazes de tomarem decisdes, néo
ficando assim dependentes de uma programagdo rigida e pré-estabelecida. No
ambito da automagiio da manufatura, o conceito de éélulas flexiveis de
fabricagdo, por exemplo, é um campo de aplicacio de manipuladores mecénicos onde
a tendéncia atual é o uso de sistemas com sensores, sejam de proximidade, de
tato, ou de visdo, que fornecem assim ao sistema de controle do manipulador
informagdes acerca do meio ambiente. Estas informagdes podem entdo ser
interpretadas e, se o sistema de controle Jjulgar necessario, redefinir o
processo ou a tarefa do manipulador, como por exemplo no caso de uma situagdo de

emergéncia quando for detectado um obstaculo estranho a célula.

Assim, em sistemas robotizados com sensores, a trajetéria, descrita
pela garra ou ferramenta do manipulador, n3io deve ser tratada de forma rigida,
onde é pré-definida através de uma programagio "off-line" ou de um sistema de
“learning". De modo a responder aos sinais enviados pelos sensores externos, ©o
sistema de controle do manipulador deve ser capaz de efetuar alteragdes de
trajetéria, seja em termos de um desvio do obstaculo entre o manipulador e o
objetivo, seja a alteragio da posigdo do préprio objetivo ou ponto alvo, ou

ainda do tempo em que deve ser atingido.

Quando a trajetéria é alterada em fungdo da resposta dos sensores, a
programacdo deve também ser alterada para respeitar as indicagdes destes
sensores. Destg modo, o problema que se’ coloca é de o manipulador, que ja esta
se movendo, segundo uma dada trajetéria, ter que recalcular uma nova trajetoéria
em vista da mudanga da posigdio do objetivo ou da presen¢a de obstaculos. Assim,
este trabalho explora o conceito de pléhejamento de trajetéria, com o uso de
polindmios cubicos de Hermite, definidos sobre trechos da trajetéria, tanto pafa
uma trajetéria pré-definida, via uma programagio "off-line", como também para
uma trajetéria adaptativa, com o objetivo variavel ao longo do tempo, que possa

ser implementada em sistemas de manipuladores com sensores.
A



1.1. A NECESSIDADE DE DEFINIR TRAJETORIAS.

Um dos pontos fundamentais para a automagdo industrial é o emprego de
sistemas de manipuladores controlados digitalmente, para uso nas mais diferentes
aplicagdes, como pega de pecas, transporte destas entre dois pontos, montagem de
produtos, pintura, solda, e inumeras outras aplicagdes. Uma classificagéo
tradicional quanto ao tipo de trajetéria que o manipulador descreve distingue
entre trajetérias ponto a ponto, e trajetérias de interpolagdo, [12]. Uma
trajetéria ponto a ponto ¢é especificada para o sistema de controle de
manipulador apenas com alguns poucos pontos, onde o sistema de controle deve
entdo estabelecer uma estratégia para, partindo de um ponto, atingir o ponto
seguinte. Esta estratégia é usualmente estabelecida usando a velocidade maxima
que o manipulador consegue desenvolver para cada um dos eixos. Outro tipo de
trajetéria é a de interpolacdo, onde agora o sistema de controle recebe
informa¢des complementares, definindo nio sé pontos intermediarios, mas também a |,
velocidade do manipulador, com o sistema de <controle gerando pontos
intermediarios, uniformemente espacados no tempo, de acordo com um algoritmo de
interpolagdo linear, ou circular, por exemplo. No que diz respeito a exigéncia
de desempenho do manipulador, quanto ao tipo de trajetéria percorrida durante a
movimentagdo, ¢é possivel classificar segundo duas categorias, figura 1.1, como

segue:
- Trajetdéria de transporte ou de movimentacgio:

E o caso tipico quando o manipulador realiza o movimento entre dois
pontos perfeitamente definidos no espago, sendo livre a trajetéria seguida entre
estes dois pontos. Aplicagdes tipicas sio a pega de pegas em um ponto e descarga
em outro, montagens de produtos e operagdes de transferéncia de uma forma geral.
Uma variante desta trajetéria é a trajetéria de movimentagdo com restrigdes,
onde sdo adicionados pontos intermediarios, pelos quais a trajetéria deve
passar, de modo a permitir um melhor controle sobre esta, como se requer no

desvio de obstaculos.
- Trajetéria de precisio:

Quando o importante passa a ser a trajetéria propriamente dita e nio
0s pontos de inicio e fim, é necessario que esta respeite o maximo possivel a
trajetéria idealizada, de modo a cumprir adequadamente a tarefa. Aplicacdes
tipicas neste caso s3o as de pintura, de rebarbeamento, de solda elétrica a arco
ou a ponto, bem como outras, em que existe uma trajetoéoria ideal que deva ser

seguida tanto quanto possivel.

Para a trajetéria de transporte sio relevantes as posi¢des dos pontos
de inicio e de término, n3o importando muito a forma da trajetéria entre estes

dois pontos, a menos que existam obstéculos no meio do percurso, ou entdo que a
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trajetéria esteja fora do espago:de trabalho do manipulador. Para uma trajetéria
de precis@o, os pontos de inicio e de fim da trajetéria ndo sdo fundamentais,
mas o acompanhamento exato da trajetéria pretendida é essencial. Este tipo de
trajetéria podé ser considerada, em um grande numero de casos de aplicagdo

pratica, como um segmento de reta, ou um arco de circunferéncia, por exemplo.

Em qualquer um dos caéos de utilizacio de sistemas de manipuladores,
€ necessario realizar a programagio do processo a ser desenvolvido pelas véarias
partes que formam a estrutura do manipulador. Esta programagdo normalmente usa
procedimentos com base em trajetérias formadas por segmentos de reta, ou entéo
por um polindémio de grau elevado, para a trajetdéria como um todo. Isso envolve a
solucdo de um sistema de equagdes paré definir os coeficientes, a partir de

condigdes de contorno pré-estabelecidas.

Figura 1.1 - Trajetéria de movimentagdo e trajetéria de preciséo.

Como sera visto no presente trabalho, com o uso de polindmios cubicos
de Hermite & possivel obter uma solugio explicita para a trajetéria, a partir
das condig@es de contorno, nos pontos extremos, e de pontos intermediarios que

sdo usados para controlar a trajetéria no espaco cartesiano.

Esta formulagido pode ser aplicada tanto para o planejamento de uma
trajetéria de transporte, como paré o planejamento de uma trajetéria de
precisdo, onde é usado um maior numero de pontos para especificar a trajetéria
pretendida. Finalmente a formulagio é usada para o planejamento de trajetérias
adaptativas, onde entd3o a trajetdéria deve ser passivel de ser reprogramada em

tempo real, quando uma indicagio é fornecida pelo sistema de sensores e o

sistema de controle do manipulador fornece uma resposta aquela indicagio.

Un ponto importante desta formulagiio , e sua principal vantagem, é a
solugdo da trajetéria colocada de uma forma explicita, com uma sequéncia de
calculo estabelecida por um conjunto de equagdes algébricas ou de um sistema de
equagdes, que ndo requerem a solugdo iterativa para determinar os coeficientes
apropriados. Tal vantagem se justifica em um sistema de controle em tempo real,

onde a trajetéria deve ser calculada com o minimo de esforgo computacional,
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principalmente no caso de uma formulacio adaptativa, em que o objetivo final Qa

trajetéria é mével.
1.2. O ENFOQUE PROPOSTO.

O presente trabalho se propde a desenvolver wuma familia de
formulagdes para o planejamento de trajetérias de manipuladores, com o uso dos
polindénios cubicos de Hermite (PCH), com as mais diferentes possibilidades de
aplicagdo, seja em trajetérias de movimentagio, em trajetérias de precisdo, ou,
ainda, em trajetérias adaptativas, apiicadas a qualquer um dos dois tipos
citados acima. Conforme Jja comentado, em qualquer um dos casos se busca uma
simplicidade algébrica, que se traduz em um reduzido tempo de processamento
numérico, fundamental para aplicacdes com sensores externos, aplicagdes estas
que devem ter a sua trajetéria recalculada em tempo real como consequéncia de
algum sinal enviado pelo sistema de sensores. 0O trabalho propriamente dito
divide-se em cinco grandes partes, respectivamente nos Capitulos 2, 3, 4, 5 e 6.
A primeira parte diz respeito a uma apresentacio dos conceitos relacionados a
robdética, & tarefa de planejamento de trajetérias e, finalmente, & revisfo dos

procedimentos e formulagdes que estdo disponiveis na literatura especializada.

A segunda parte apresenta os polindmios cibicos de Hermite e as suas
caracteristicas basicas, essenciais para uma compreensdo do seu emprego no
planejamento de trajetérias, principalmente no que diz respeito a sua
representagdo paramétrica, seja para as fungdes que calculam as dimensdes de

coordenadas espaciais, como para a fungdo que calcula a dimensdo tempo.

A terceira parte do trabalho detalha a :aplicagio dos PCH na
formulagdo de trajetérias pré-programadas, sejam estas de movimentagio, sendo
definidos apenas os pontos extremos, sejam de precisdo, com pontos
intermedidrios. Em ambos os casos visa-se, sempre que possivel, a obtengido de

uma solugdo algébrica explicita.

A quarta parte, por sua vez, apresenta a formulacdo de trajetérias
adaptativas, em que uma trajetéria inicial qualquer, seja ela obtida pelos
métodos que usam os polindnios cubicos de Hermite, ou qualquer outro tipo de
formulagdo, é redefinida, com a especificagdo de posig8o do novo objetivo, bem

como o instante de tempo em que tal objetivo deva ser alcancado.

Finalmente a quinta parte fornece uma série de resultados obtidos com
as formulagdes propostas, procurando salientar pontos caracteristicos destas
formulagdes. Aqui também é feita a comparacio entre a proposta deste trabalho

com formulagSes que se encontram na bibliografia.



CAPITULO 2.

PLANEJAMENTO DE TRAJETORIAS EM ROBOTICA.

Neste Capitulo estdo apresentados todos os conceitos e informacdes
que sdo necessarios para fundamentar o presente trabalho. Assim, na secgdo 2.1 é
feita uma descrigdo sobre os aspectos basicos que envolvem um sistema robético,
quanto aos elementos gue formam o sistema como um todo, bem como quanto aos
elementos que constituem o manipulador. Nas secgdes 2.2 e 2.3 sdo apresentados,
de uma maneira genérica, os conceitos relacionados a tarefa de planejamento de
trajetéria, enquanto que as seccdes 2.4 e 2.5 detalham os trabalhos descritos e
disponiveis na literatura especializada. O Capitulo encerra com uma discussdo
sobre os varios procedimentos e métodos de planejamento de trajetéria, e acerca
das caracteristicas e vantagens ou desvantagens que cada um possui, direcionando

assim o enfoque a ser dado quando do desenvolvimento do presente trabalho.

2.1. CONCEITOS DE ROBOTICA.

A idéia basica de um sistema robético é de um mecanismo
servocontrolado que executa tarefas de acordo com um padrdo pré estabelecido de
movimentos e de acgdes, embora passivel de tomada de decisdes, quando conectado a

sensores externos. A figura 2.1 a seguir ilustra esquematicamente a idéia
exposta.

Programa
)

|

Sistema de Controle | '
Meio Ambiente
| i ::: Manipulador

Figura 2.1 ~ Componentes basicos de um sistema robético.
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A tarefa a ser executada é codificada, formando o programa de comando
do manipulador, o qual é a entrada do sistema de controle, que por sua vez
verifica a posigdo. atual de cada uma das juntas e a posigdo desejada, conforme
solicitado pela programagdo. No caso de existir um erro de posigdo, o atuador da
Junta correspondente é excitado pelo sistema de controle, de modo a reduzir o
erro, teoricamente até zero. Os sensores internos colocados sobre a estrutura do
manipulador, normalmente na forma de "encoders", fornecem um sinal
correspondente a posigdo instantinea da junta que estd sendo monitorada. O
efetuador por sua vez é a parte ativa do manipulador, que executa a tarefa fim,
podendo ser formado por uma garra para a pega de pegas, uma ferramenta de

desbaste, uma pistola de solda, ou qualquer outro tipo de elemento.

Articulado

Figura 2.2 - Configuragdes tipicas de manipuladores, [2,10,12].

Dependendo da configuragdo geométrica do manipulador, a posicédo de
cada junta ndo especifica diretamente a posigio e orientagdo do efetuador no
espago cartesiano, sendo necessario o uso de uma formulagdo prépria, que gera a
chamada cinemdtica direta, na qual, dadas as coordenadas de junta, sdo obtidas
as coordenadas cartesianas, de posicio e de orientagdo do efetuador. A
formulagdo da cinematica direta é apenas geométrica e usualmente ndo apresenta
dificuldades para ser obtida. Assim, a obtencio das coordenadas cartesianas,
através das equagdes da cinematica direta, é geralmente simples e rapida de ser
efetuada, mesmo no caso de manipuladores com seis graus de liberdade. Ja o
qaminho inverso, qual seja, o de dadas as coordenadas cartesianas do efetuador,
obter as coordenadas de junta, ndo é imediato, sendo normalmente dificil de
tratar de forma analitica, existindo solugdo fechada apenas em casos
particulares. A cinemadtica inversa, a menos destes casos especiais, deve em
geral ser tratada por meio de processos numéricos, iterativos, ou ndo, o que

pode comprometer o uso de procedimentos de controle e planejamento de trajetéria
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que exigem o cadlculo recursivo da cinemitica inversa, em tempo real. Adicional-
mente deve ser dito que podem ocorrer situagdes onde a cinematica inversa ndo
existe. Isto pode ocorrer devido a limitagdes do mecanismo de acionamento, como
batentes de fim de curso, ou devido a pontos singulares dentro do espago de

trabalho. Uma discussdo mais detalhada é feita no item 2.5.

No caso particular do presente trabalho, o enfoque a ser dado sobre o
problema de planejamento de trajetéria é geométrico e assim a configuragdo
geométrica do manipulador é o aspecto mais relevante. Neste sentido, os
manipuladores costumam ser classificados como esféricos, articulados,
cartesianos, cilindricos, etc., conforme o tipo de juntas que possuem € sua
disposig¢do. Um manipulador do tipo esférico possui uma junta de rotagédo na base,
de eixo vertical, e outra junta de rotagio, esta de eixo horizontal. O ultimo
elemento antes do pulso tem agora uma Jjunta prismatica, levando assim o pulso a
um movimento esférico. Um manipulador do tipo articulado caracteriza-se por
apresentar todas as juntas de rotagdo, enquanto que um manipulador cartesiano
possui todas as juntas do tipo de translacgdo, advindo deste fato o seu nome, ja
que O percurso segue as frés diregdes ortogonais. Finalmente, um manipulador
cilindrico possui uma junta de rotagdo na base e duas Jjuntas prismaticas 'a

‘'seguir, uma vertical e uma horizontal. A figura 2.2 mostra estas configuragdes.

O problema da cinemdtica de manipuladores de cadeia aberta consiste
basicamente em um problema geométrico, de definida a posigdo relativa entre as
varias ligagdes que formam a estrutura mecanica, obter a posigio e orientagdo do
extremo da ultima ligag3io, que corresponde ao elemento ativo do manipulador.
Deste modo, inumeros enfoques podem ser dados no tratamento do problema da
cinemiatica, dependendo da forma adotada para definir a geometria, quanto a
orientagdo relativa entre as ligagBes e quanto a posigdo relativa destas
mesmas {2, 10, 12]. Assim, dependendo do autor, a formulagdo é baseada no uso de
matrizes de transformagdo de rotagdo, em conjunto com vetores que posicionam as
Juntas, no uso de matrizes de transformagido homogéneas, no uso dos &ngulos de
Euler ou dos parametros de Rodrigues, ou ainda no uso de quatérnios para definir
rotagdes, etc. De um modo geral, predomina, porém, o uso das matrizes de

transformagdo homogénea, com a definicdo dos parametros de Denavit - Hartenberg

[2, 6, 10]. Uma matriz de transformagdo homogénea pode ser representada por uma
matriz 4x4, com a estrutura:

R Xo
h=lgm 4 (2.1)

onde R é uma matriz 3x3, que corresponde 3 transformagdo de rotagdo entre as
duas juntas analisadas, e Xo é o vetor posigdo da junta i+1 em relagdo a junta

i. ® & o vetor zero e 1 é o escalar 1. Os parametros de Denavit-Hartenberg

sis



8

(D.H.) s3o uma maneira de, através de quatro escalares, que representam dois
angulos e duas distancias, descrever a posigdo relativa entre duas ligacdes

adjacentes na cadeia cinemiatica do manipulador. Os parémetros a e o séo

parametros constantes, determinados pela geometria da ligagdo. A figura 2.3

mostra a definigdo dos quatro parametros, onde:

a, - Comprimento da ligacdo i, definido como a distéancia entre os eixos das

Jjuntas da ligacdo i;

ds+I Excentricidade ou "offset" da junta, medida entre as normais comuns para a
ligacdo i e i+1;

o - Angulo de torgdo da ligacdo i, medido como o angulo entre o eixo 1 e o eixo
i+l, sobre a reta definida por a;

, em torno do

@ - Angulo da junta i+1, medido pelo prolongamento de a, e a .

141
eixo i+1.

eixo i+1

ligacao i+1

Figura 2.3 - Parametros de Denavit-Hartenberg.

Figura 2.4 - Sistemas de coordenadas em duas juntas.
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Os parametros dl e el sio parametros da junta e ao menos um deles é
variavel conforme a junta é movida, dependendo se for uma junta prismatica ou de
revolugdo. Usando a notacdo de D. H. e os sistemas de coordenadas da figura 2.4,
compativeis com a definigiio de D. H., a matriz de transformagdo entre o sistema

i e o sistema auxiliar é dada por [2]

R X
phUx _ T e . (2.2)
1 ] 1

onde Ra é a matriz de rotagdo sobre o eixo X de um angulo o e Xa é o vetor

que posiciona a origem 0i em relagio a 0'.

Para passar do sistema auxiliar para o sistema i-1, a matriz de

transformagdo é :

R, X
a1 - | & 4 (2.3)
AUX ) 1

sendo Re a matriz de rotagdo sobre Zbd, de um angulo 9l e Xd é o vetor que
posiciona a origem O’ em relagdo a 0&4' Assim, para realizar a transformagdo de

Oi para Oi1’ a matriz sera :

al=l = pl-1 pAUX (2.4)
i AUX 1
ou seja, sendo Cel, Cal, Seie Saios cossenos e senos dos angulos

correspondentes,

[Co ~-S0 Ca SO Sa a Co ]
1 i i i 1 i i
Se co Ca -Co Sa a Se (2.5)
Ai—l = i i ] i i i i
! S Ca d
i i i
= 0 0 -l

Esta matriz representa a transformagdo de um vetor, descrito no
. . . i
sistema de coordenadas i, para o sistema de coordenadas i-1. Ou seja, sendo X e

1 ~ :
X a representagio do vetor, respectivamente em i e i-1, vem :

(2.6)

No caso geral de um manipulador de cadeia cinematica aberta, com n
ligagles, o objetivo é determinar a matriz de transformagio desde o extremo do

efetuador até a base do manipulador. Assim, no caso de juntas prismaticas, dl é
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variavel, ficando a; « e 6t constantes e para as Jjuntas de rotagéo, 91 é a

variavel, com a d1 e a constantes. Deste modo, a matriz m:" é fungao ou qe
dl ou de et, dependendo do tipo de junta que é a junta i-1 (Fig. 2.4). Chamando
de q, 2 coordenada generalizada da Jjunta que sera dt ou 91, entdo a
transformagdo do vetor Xl serda dada por:

Y G m:" (q,) x! : (2.7)

Como o manipulador é formado por um encadeamento sequencial das
varias ligagdes, para definir a posigdo de um ponto do efetuador (elemento ativo
do manipulador), dada pelo sistema de coordenadas deste em relagdo ao sistema de
coordenadas da base do manipulador, basta aplicar seqiiencialmente as sucessivas
matrizes de transformagdo de cada uma das ligagdes, desde o efetuador até a base
do manipulador. Assim, sendo " o vetor posigdo de um ponto em relagdo ao
sistema de coordenadas da ligagdo n, o vetor posigdo do mesmo ponto, Xo, agora

em relagdo ao sistema de coordenadas da base, serd obtido como :

5SS
|

0 1
= Al (ql) X

a1 2
X = AZ (qz) X

ou

= 1 2 n-1 n
o= A (ql) mz (qz) A3 (q3) ..... An (qn) X (2.8)

onde o produto de matrizes 4x4 pode ser substituido por uma unica matriz T:

y Qe qn) x" (2.9)

a~ n
A mesma formulagiio pode ser usada se o vetor X representar uma
. = ~ s ox o =
orientacdo no espago e nh3o uma posicio, sendo X a representagdo da mesma

orientag8o no espago, sé6 que em relacdo ao sistema de coordenadas da base.

Desta forma, a matriz T (qi, Ay eo qn) contém todas as informagdes a
respeito da posicdo e da orientagdo do efetuador, em relacio ao sistema de
coordenadas da base, na mesma estrutura da matriz A, onde agora Xo fornece a
posigdo da origem do sistema de coordenadas do efetuador e R & a matriz de
rotagdo entre o sistema da base e o do efetuador, com suas colunas representando
0s cossenos diretores dos vetores unitdrios do sistema do efetuador, no sistema

da base. (1, 2, 3, 6, 10, 12, 18, 29, 41].
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2.2. PLANEJAMENTO DE TRAJETORIA.

Tipicamente o planejamento de trajetdéria de um manipulador consiste
em gerar uma seqiiéncia temporal de pontos, que define todas as posigdes
intermediarias dos elementos do manipulador, enquanto este se move de uma
posigdo de origem até'uma posicdo de destino [6]. Esta seqiiéncia de pontos deve
especificar totalmente a configuracio do manipulador em um instante qualquer de
tempo, e assim é necessario fornecer tantos dados quantos sdo os graus de
liberdade do manipulador, para cada ponto na seqiiéncia temporal. Isto pode ser
colocado de forma que cada grau de liberdade do manipulador deve ter sua proépria
sequéncia temporal de pontos, que fornece a posigdo desta Jjunta ao longo .do
tempo. A sequéncia de pontos, bem como as suas primeira e segunda derivadas em
relagdo ao tempo, s#o entdo enviadas ao sistema de controle do manipulador, o
qual, por sua vez aciona os atuadores que movimentam o manipulador. A referéncia
[10] coloca, como objetivo final da tarefa de planejamento de trajetéria, a
definigdo de uma descrigdo temporal do movimento do manipulador quanto &

posigdo, velocidade e aceleragfio, para cada um dos graus de liberdade.

A curva que o manipulador deve descrever no espago é denominada de
percurso e a trajetdéria é definida com a informagdo adicional de tempo, em que o
percurso é descrito pelo manipulador [6,12]. De um modo geral, os pontos de
inicio e de fim da trajetéfia podem ser especificados no espago das coordenadas
de junta, onde a posigdo de cada junta é definida, ou entdo no espago
cartesiano, através das coordenadas do efetuador e de sua orientagdo. Do ponto
de vista do sistema de controle, da formulagdo cinemdtica e dinadmica do
manipulador, a descrigido mais conveniente de uma configuragio é na forma de um

vetor em coordenadas de junta.

Conforme ja& discutido, as coordenadas de junfa sdo transformadas em
coordenadas cartesianas através das equagdes da cinematica direta, e isto é
geralmente simples de ser efetuado. No entanto, a cinemdtica inversa deve em
geral ser tratada por processos numéricos. Assim, como é mais simples manter um
controle sobre o comportamento de algoritmos de planejamento de trajetéria em
coordenadas de junta e como isso também evita um cdlculo constante da cinematica
inversa, a preferéncia é a de gerar a trajetéria em coordenadas de Junta, mesmo
que a fonte de informagdes e as configuracdes inicio e fim sejam especificadas
em coordenadas cartesianas. Deste modo, no presente trabalho, a trajetéria seréa
sempre tratada e formulada em coordenadas de junta, sendo que a trajétéria
cartesiana serd entdio obtida pela cinemdtica direta, A referéncia [12]
apresenta, em sua secgiio 4.2, uma interessante discussio sobre as vantagens e
desvantagens do planejamento em coordenadas de junta e em coordenadas
cartesianas, no espirito dos argumentos que estfio sendo discutidos no presente

Capitulo.
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O planejamento de trajetéria em coordenadas de junta corresponde,
tipicamente, a definir, parametricamente, uma fungdo em um espago de sete
dimensdes, no caso de um manipulador de seis graus de liberdade (as seis
coordenadas de junta mais o tempo). Esta fungdo vetorial é mapeada em um espago
cartesiano, também de dimensdo sete (trés coordenadas de posigdo, trés
coordenadas de orientacdo e o tempo). A transformagio de mapeamento do espago de
Jjunta para o espago cartesiano é a transformacdo definida pela cinematica
direta, enquanto que a transformagio que mapeia o espago cartesiano no espago de

Junta corresponde & cinematica inversa, figura 2.5. Ambas as transformagbes sé&o

nao lineares.

R, junta - R, cartesiano-

Figura 2.5 - Mapeamento entre o espago de coordenadas de junta e o

espago cartesiano.

Uma consideragdo que é intuitivamente feita ¢ a de que a fungéo t(s)
no espago de junta seja a mesma fungio t(r) no espago cartesiano, onde s € o
parémetro em coordenadas de junta e r é o parametro em coordenadas cartesianas e
também que r=s. Isto leva & identidade do "tempo" em coordenadas dg junta com o
"tempo" em coordenadas cartesianas, ambos também coincidentes com o tempo
fisico. Isso, no entanto, nio é necessario, ja que pode existir uma fungdo de
mapeamento entre t(s) e t(r) diferente da identidade. Este conceito ndo ¢
explorado no presente trabalho, por nio se tornar necessario, mas & conveniente

ter-se em mente as possibilidades que uma fungio de mapeamento neste caso

" permite.

O percurso de um ponto no espago é matematicamente definido como uma
funcdo de posicdo, através de um parametro s, que representa a fragdo percorrida
sobre a curva. Usualmente o parametro é normalizado, de forma que s = 0 no ponto
inicial e s = 1 no ponto final, ou ponto objetivo. De um modo geral, a
trajetéria é formada pela seqiiéncia temporal de posicdo e de orientacdo do
efetuador. O resultado de uma tarefa de planejamento de trajetéria €& uma

sequéncia temporal das configuragdes do manipulador, que consiste nos dados de
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entrada do sistema de controle do manipulador. A taxa tipica de amostragem de
sistemas de controle estd na faixa de 20 Hz a 200 Hz, sendo 60 Hz um valor
tipico. Esta taxa deve ser respeitada, para que o brago tenha um movimento suave
e previsivel. Dependendo do sistema de controle, além das posigles, devem ser

fornecidas as velocidades de junta, ou até mesmo as aceleragfes de junta.

Devido a elevada freqiiéncia de amostragem e a dificuldade de computar
a cinemdtica inversa, existe a necessidade de que a saida do planejamento de
trajetéria seja através de uma sequéncia temporal no espago das coordenadas de

Junta, ao invés de uma representag¢io do manipulador no espago cartesiano.

A divis3o de trabalho entre o sistema de controle e o planejamento
ndo ¢é absoluta. As configura¢des geradas pelo planejamento podem ndo ser
suficientemente préximas no tempo, de modo a acompanhar a taxa de amostragem do
sistema de controle. Neste caso, um processamento adicional faz-se necessario,
com o uso de um procedimento de interpolagdo em coordenadas de junta, de forma a

aumentar a densidade de pontos sobre a trajetéria.

Os procedimentos habituais de planejamento de trajetéria fazem uso de
um conjunto de restrigdes de posicgiio, velocidade e aceleragdo, sobre um certo
nimero de pontos na trajetéria desejada, que sio usados para definir esta
trajetéria. Estes pontos s3o selecionados no espagb cartesiano, porém a
trajetéria é planejada no espago de coordenadas de junta. Assim, a trajetéria é
definida de forma implicita, e neste caso torna-se importante uma simulagéo
tridimensional do manipulador. Korem [18], por sua vez, define trés tipos de
pontos que sdo usados para especificar uma trajetéria: pontos extremos, de
inicio e fim da trajetéria; pontos intermediarios, onde n3o had exigéncia da
trajetéria passar exatamente sobre estes, usados para guiar o manipulador e
pontos de referéncia, onde o sistema de controle toma alguma decisdo, como por
exemplo uma bifurcacdo ou desvio condicional. Quanto ao tipo de trajetéria, que
estd acoplado ao tipo de sistema de controle, tem-se a chamada trajetéria PTP,
ou ponto a ponto, onde o manipulador parte de sua posic8o inicial e cada um dos
eixos € acionado na sua velocidade maxima, até atingir o ponto final conforme ja
comentado na seccdio 1.1. Neste tipo de trajetéria nio se tem controle sobre o
percurso que é realizado entre os pontos extremos. O outro tipo de trajetéria é
a chamada trajetéria continua, ou CP, onde é feita uma interpolagdo linear entre

cada dois pontos pré-programados.

Num outro enfoque de planejamento, a trajetéria é definida
explicitamente por uma fungdo analitica, usualmente no espacgo cartesiano, e o
objetivo ¢é determinar um percurso que se aproxime o maximo possivel da

trajetéria pretendida.

Varios critérios podem ser identificados para comparar e avaliar

trajetérias e sistemas de planejamento. Em primeiro lugar; as trajetérias devem
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ser eficientes, tanto para o cadlculo como para a execugdo. Em segundo lugar, as
trajetérias devem ser previsiveis e precisas, n3o devendo degenerar de forma
inaceitavel préximo a singularidades, o que pode ocorrer para um planejamento no
espaco cartesiano. Em terceiro lugar, a posigdo, velocidade e aceleragio devem
ser fungdes suaves do tempo. Tipicamente a trajetéria deve ser uma fungdo suave,
com continuidade C° e C1 , bem como, eventualmente, também continua em C2, pois
que uma descontinuidade c? leva a um aumento no desgaste dos orgdos mecénicos e
excita vibragdes no mecanismo articulado do manipulador, conforme [10]. Quanto a
interface homem-maquina, esta deve ser a mais amigavel possivel, fazendo com que
o usuario deva definir, ou especificar, o minimo de informagdes quando do
plane jamento da trajetéria. Finalmente deve ser possivel determinar, de forma
eficiente, se a trajetéria proposta leva o brago para fora do espago de
trabalho, ou, ent3o, se os limites de velocidade ou de aceleragdo s&o

ultrapassados.
2.3. METODOS USUAIS DE PLANEJAMENTO DE TRAJETORIA.

Nesta seccdo é feita uma revisdo dos métodos de planejamento de
trajetéria que estdo disponiveis na literatura. A analise dos procedimentos
permite classificd~los inicialmente em métodos de planejamento no espacgo
cartesiano e em métodos de planejamento no espago de coordenadas de junta. Uma
outra classificagdo possivel é quanto ao tipo de curva tratada, ja que muitos
procedimentos limitam-se a analisar um segmento de reta, sob a argumentagdo de
que qualquer curva pode ser composta por um numero adequado de pequenos
segmentos de reta. Outros métodos wusam agora fungdes ndo lineares,
tradicionalmente fungdes polinomiais, para definir a trajetéria. Os
procedimentos desenvolvidos por Paul [28] e por Taylor [39], discutidos na
secgdo 2.5, s8o atualmente considerados classicos, sendo apresentados e
discutidos em qualquer texto que se preocupe com o problema de planejamento de
trajetoria, como as referéncias (2, 6, 10, 12, 18 e 31]. Segundo [6], o uso de
polindémios, de grau crescente, permite que trajetérias se jam definidas, com um
nivel também crescente de sofisticacdio. Assim, a descrigdo mais simples de um
movimento consiste em especificar as posigdes de inicio e fim, bem como as
respectivas velocidades e aceleragdes. Quanto a posigdo, é facil verificar que
um processo como o descrito abaixo, parte da posicgido x e chega a posigéo X,

onde f(s) é qualquer fungdo continua que satisfaca f(0) = 0 e f£{1)=1.
x(s) = f(s) x, + (1 - £(s)) X, (2.10)
Se o parémetro s for proporcional ao tempo, entido a fungdo f(s) converte o

percurso do manipulador na sua trajetéria. No caso de f(s) = t, x é uma

combinagdo linear de X ex, ea velocidade da junta, X, é constante ao longo
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da trajetoéria. No caso de serem adicionadas restrigdes de velocidade, kl e kz
x(t) passa a ser uma cubica, na forma [6]

x(£) = (1 - )% [x + (2x + % )t] +

t? Ix, + (2%, + %) - t)] (2.11)

em que a aparente n3o homogeneidade da equacido decorre do fato de estar o tempo
adimensionalizado; assim x e X sdo dimensionalmente iguais. No caso agora de
serem adicionadas restrigdes de aceleragdo, x1 e x2 , a equagdo passa a ser uma

do quinto grau, como [6]:

x(t) = (1 - ¢)3 [x, + (3x, + %)t + (X + 6k + 12x1)t2/ 2] +

3 . - . 2
- - - - 2.12
t [X2+ (2x2 x2)(1 t) + (x2 6+ 12x2)(1 t)°/ 2] ( )
0 uso de fungdes polinomiais é confortavel, pois f(t) = t" satisfaz
sempre as condigdes f(0) = 0 e f(1) = 1. As trajetérias polinomiais s8o fungdes

. a . n .
suaves de t, nas quais as poténcias t formam uma base do espago vetorial das

fungdes polinomiais.

Neste sentido, outras bases que satisfagam as condigdes extremas,
podem ser selecionadas, como fun¢des transcedentes e suas poténcias. Assim, por
exemplo, as restrigdes de posigdo e velocidade que levaram ao polinémio cubico,

equacdo (2.12), sdo também satisfeitas pela seguinte trajetéria cossenoidal [6]:
x(t) = cos® (m(1 - t)/2) [x2 - —%— 2k2 cos (mts/2)] +

cos® (nt/2) [+ —%- 2% cos (m(1-t)/2)] (2.13)

Craig [10] desenvolve em detalhes o uso de polinémios para descrever
uma trajetéria, como polinémios cubicos no caso de serem especificadas a posigao
e a velocidade nos dois pontos extremos, ou entfo como polinénios do quinto grau
quando sdo ainda adicionalmente especificadas as aceleragdes nos pontos
extremos. O autor descreve ainda o uso de polinémios em trajetérias com pontos
intermediarios e finalmente trajetérias retilineas com transigdo parabdlica

entre cada dois trechos sucessivos.

Segundo [6], Mujtaba fez um estudo exploratério onde compara
diferentés formulagdes de trajetérias, incluindo cosseno, polinémios e a soma de

uma fungdo seno com uma funcdo rampa, conforme mostra a figura 2.6. As
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restrigcdes impostas de velocidade eram zero no inicio e no fim da trajetéria e,
as condigGes de aceleragdo eram zero, ou entdo um valor maximo absoluto.
Adicionalmentevestudou uma trajetéria exponencial decrescente, que se aproxima
do comportamento de um sistema de segunda ordem amortecido. A trajetéria do tipo
"bang-bang" €& a que apresenta menor tempo de execucio e as trajetérias com
cosseno, polindémio de quinto grau e seno mais rampa sfo, aproximadamente, de 10
a 20% mais lentas. A trajetéria exponencial amortecida & da ordem de 70% mais
lenta. A trajetéria do tipo "bang-bang" é a que apresenta melhor desempenho, mas
a descontinuidade de aceleragio é prejudicial, tendo em vista que pode excitar

modos de vibragédo na estrutura do manipulador.

1
BANG - BANG
HANG - BANG 2.8 COSSENCHIIAL
0.75 SENO MAL RAMIA versomrm - [XPONIISCIAL AMORTECUA
’. § FOUNOMIAL cmmssaines SINU MAE RAMPA
0.5 - fom o S0 A kAMPA §" COSSTNODAL o
-]
. / o — DPONDICIAL AMOKTECIDA 4 - TXPONIRCIAL AMORTECIDA
0.25 \
\ 2.5~
0 -t T T o \\ T T
[ L TYOT ) 2 o ¥ om0 2 )

MO

Figura 2.6 - Resultados de posic¢ido , velocidade e aceleragdo, para varios tipos

de trajetéria, segundo Mujtaba [6].

Além dos pontos extremos da trajetdéria, novas restrigdes podem ser
introduzidas, como, por exemplo, pontos intermedidrios que procurem direcionar o
manipulador, de modo a prevenir a colisio com obstaculos. Outra situagdo ocorre
quando os extremos da trajetéria devem ser executados com cuidado, de modo a
fazer contato com uma superficie. A figura 2.7 mostra uma trajetéria com pontos
intermediarios para evitar colisdo e a figura 2.8 mostra uma trajetéria com o0s
pontos de afastamento e de aproximagio, para definir regides ou trechos de

movimento lento, cuidadoso, como os de partida e de chegada.

Ponio
Final

Ponto
Inicial

Figura 2.7 - Trajetdéria com pontos intermediarios, para contornar obstaculo.
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Ponto de
aproximacao

Ponto

Ponlo de
afastamento final
Ponto //<;/;/i;/;/i;<;//
inicial
Figura 2.8 - Trajetéria com trechos de movimento lento, no inicio e fim do
percurso.

Para o planejamento de trajetérias com um maior numero de restrigdes,
0 uso de uma base de poténcias, t", leva a funcgdes polinomiais de elevado grau.
Embora estes polindémios sempre existam, esta metodologia apresenta desvantagens.
Por exemplo, é dificil verificar, a priori, se um polinémio de grau n gera uma
trajetéria que ultrapassa os limites fisicos do brago durante o movimento.
Exemplificando, para verificar se uma dada trajetéria polinomial ultrapassa o
espaco de trabalho, é necessario achar os maximos de uma fungdo do grau n, logo
€ necessario resolver uma equacdo algébrica de grau n-1, ou seja, sua primeira
derivada. Por outro lado, como um polinémio de grau n possui até n raizes
distintas, a trajetéria pode cruzar até n vezes uma dada reta, ou seja, a
trajetdéria passa a ser muito ondulada, com oscilagdes muitas vezes indesejaveis.
Outro ponto a considerar é a precisio de calculo de um polindémio de grau
elevado, que é menor do que no caso de um polinémio de menor grau, Jja que um
pequeno erro numérico no tempo, que é a variavel do polindémio, € ampliado pela
poténcia t". Todos estes aspectos devem ainda levar em conta que quanto maior o
grau do polinémio, maior esforgo computacional deve ser realizado para
determina-lo. Finalmente, um polinémio que é usado para gerar uma trajetéria que
passe por um conjunto de pontos intermediarios, deve ser totalmente recalculada
caso um ponto seja deslocado, ou um novo ponto de referéncia deva ser
introduzido. No caso de um novo ponto ser definido, um polindémio de grau ainda

mais elevado deve ser gerado, exigindo um esforgo computacional ainda maior.

Assim, da discussfo acima colocada, vé-se que o uso de trajetérias
baseadas em fungdes polinomiais, que visam satisfazer um conjunto de restrigdes
de posigdo, velocidade e aceleragdo, leva a polinémios de grau elevado, e isto é
indesejavel sob varios aspectos. Deste modo, uma possibilidade é a de fazer uso
do conceito de splines, ou seja, de dividir a trajetéria em um certo namero de

trechos, entre pontos de referéncia e, para cada um destes trechos, de forma
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individual, determinar um polinémio especifico, em geral de baixo grau. Assim, o
problema passa a ser o de determinar alguns polindmios de baixo grau, um para
cada trecho, ao invés de um Unico polinémio de grau elevado. O conceito de
splines é amplamente utilizado em CAD, no modelamento geométrico de curvas,
superficies e so6lidos, [5, 8, 11, 13, 15, 27, 33]. De modo a manter a
continuidade do movimento, é necessario que splines consecutivas tenham a mesma
posigdo, velocidade e aceleragdo, no ponto de transigdo. Fu [12] propde uma
trajetéria onde os trechos extremos s3o polinémios do quarto grau e os trechos

intermediarios sfo polindémios cuUbicos, conforme detalhado mais & frente.

No caso de trajetérias do tipo "bang-bang", [6], tem-se aceleracgdo
constante até um certo ponto, e, apds, desaceleragio constante até a parada, no
ponto objetivo. A consideragio de aceleragio constante e igual a maxima que a
Junta admite, ou consegue gerar, para cada configuragdo do manipulador, ¢é
conservativa e isto leva , portanto, a uma trajetéria quadratica. Segundo [6],
Walters considera uma trajetéria em que a aceleragio é constante e igual ao
maximo, ou ao minimo, permissivel para a junta, ou entdo é zero. Para os trechos
de trajetéria onde a aceleragdo é constante, a velocidade é fungdo linear do
tempo; portanto, a posicio é uma fun¢do quadratica. De modo similar, Hollerbach
[6] determinou que a trajetéria de minimo dispéndio de energia, de um modelo
flexivel de um masculo humano, é uma trajetéria do tipo "bang-coast-bang", ou
seja, uma trajetéria formada por trés trechos, respectivamente, maxima

aceleragdo, movimento livre por inércia e finalmente, maxima desaceleragdo.

Na bibliografia especializada em sistemas de automagdo, robdética e
sistemas CAE/CAD/CAM, existem trabalhos que, embora nio tratando diretamente do
problema de planejamento de trajetéria, necessitam intimamente dos conceitos, ao
tratar dos aspectos do sistema de controle, seja usando um modelo dindmico do
manipulador no lago de controle, ou ndo [2,10]. A referéncia [37] apresenta a
implementacdo e validagdo experimental de um sistema de controle adaptativo
direto, que dispensa o uso de um modelo dinimico do manipulador, o que em geral
¢ benéfico, pois que as incertezas e as alteracdes dos pérémetros do manipulador
prejudicam o desempenho do sistema de controle. Os autores usam um algoritmo de
controle com sinal de erro de posigdo e de velocidade. Né validagdo experimental
¢ usada uma trajetdéria cicloidal, comparando o tragado desejado e o obtido, em
cada uma das juntas. O sistema proposto mostrou-se muito mais preciso, em
comparagio com o sistema original, mesmo considerando que a freqiiéncia de

amostragem deste ultimo seja sete vezes maior do que no sistema proposto.
2.4. PLANEJAMENTO EM COORDENADAS DE JUNTA.

Detalhando agora a discussdo anterior sobre planejamento de

trajetéria, as referéncias [6,10,12] fornecem varias formulagdes e procedimentos
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, 0s quais serdo aqui discutidos. Segundo [12], uma série de consideragdes devem
ser ponderadas quando do planejamento, em especial para trajetérias como a

ilustrada na figura 2.8, consideragdes estas que sao :

1. Quando da pega de algum objeto, o movimento da garra deve ser
direcionado de forma a se afastar da posigdo original do objeto, caso
contrario a garra pode colidir com a superficie sobre a qual o objeto
esta apoiado;

2. Se for especificada uma posicdo de afastamento (lift-off point), sobre
o vetor normal a superficie, a partir do ponto de origem do movimento,
entdo estd sendo especificado um movimento admiséivel para o inicio da
trajetéria. Se adicionalmente for especificado o tempo em que esta
posicdo deve ser atingida, a velocidade com que o objeto estd sendo

levantado da superficie é também definida;

3. O mesmo conjunto de argumentos apresentados, para a especificacdo do
ponto de afastamento serve para especificar o ponto de aproximagédo
(set-down point), até a posigdio final, de modo que a diregdo correta de

aproximagdo seja executada e o movimento controlado;

4. Da discussdo acima, existem quatro pontos da trajetéria que estdo
especificados, ou seja, o ponto inicial, o ponto de afastamento, o

ponto de aproximagdo e o ponto final ou ponto objetivo;

5. As restrigdes em cada uma das quatro posicdes especificadas séo
respectivamente:
Posig8o inicial : Tanto a velocidade como a aceleragdo sdo dadas, em

geral nulas;

Posigdo de afastamento : Continuidade do movimento;

Posigdo de aproximacdo : Continuidade do movimento;

Posig&o final : Tanto a velocidade como a aceleragdo sio dadas, em

geral nulas;

6. Adicionalmente a estas restrigdes, os maximos valores de todas as
trajetérias de junta devem estar dentro dos valores geométrica e

cinematicamente admissiveis para cada junta; e

7. O tempo envolvido para cumprir cada uma das partes da trajetéria, no
trecho inicial e final, é baseado nas velocidades de aproximagdo e de
afastamento e nas caracteristicas dos atuadores. No trecho central, ou
de movimentagdo, o tempo é baseado nas capacidades de velocidade e de
aceleragio de cada junta e o maior destes tempos é usado, ou seja,

depende da junta mais lenta para executar o movimento.

Com o uso de trajetérias polinomiais, uma primeira possibilidade para

cumprir as restrigdes acima, considerando que os pontos de afastamento e de
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aproximagio sejam definidos apenas quanto as suas posigdes, existem assim oito
restrigdes ou especificacdes. Destas, trés sfo para cada ponto extremo e uma
para cada ponto intermediario, levando assim a um polindémio do sétimo grau, se
for usado um Unico polinémio para cobrir toda a trajetéria. Isto, no entanto,
ndo é conveniente, conforme visto, e uma melhor solugdo é usar polindmios de
menor grau, um entre cada dois pontos da trajetéria, onde agora existem
restrigdes adicionais, quais sejam as de continuidade no ponto comum entre dois
polinémios adjacentes. Adotando, assim, trés polindémios [6], como existem
quatorze restricdes a serem consideradas ( as oito acima citadas e mais trés
condigbes de continuidade em cada ponto intermediario), é possivel usar uma
trajetéria do tipo 4-3-4, ou seja, com polindémios do quarto grau nos extremos e
um polinémio do terceiro grau no trecho central, ou entfio uma trajetéria do tipo
3-5-3, onde o trecho central usa um polinémio do quinto grau. O desenvolvimento
detalhado destas formulagdes indica que para a solugdo da trajetéria, ou seja,
determinar os coeficientes de cada um dos trés polindémios envolvidos, chega-se a
um sistema de equagdes lineares, com sete incégnitas. As trajetérias do tipo

4-3-4 e 3-5-3 estdo detalhadas no Apéndice A4.

Uma outra formulag3o interessante é de, para a mesma situagdo
anterior, adotar uma trajetéria formada por cinco polindémios do terceiro grau,
portanto com cinco trechos e seis pontos, [12]. No entanto inicialmente foram
especificados apenas quatro pontos, os dois pontos extremos e os de afastamento
e de aproximagdo. Os dois pontos adicionais sio selecionados internamente ao
trecho de movimentagdo, mas com flexibilidade no posicionamento, no sentido de
que nestes dois pontos a coordenada ndo necessite ser localizada exatamente,
sendo apenas necessario especificar os intervalos de tempo e assegurar que as
continuidades de velocidade e de aceleragio sejam satisfeitas nestes pontos.
Isto leva a um total de vinte restrigdes, que sfio as oito restrigdes iniciais,
mais trés restrigdes de continuidade em cada um dos quatro pontos intermediarios
da trajetéria. Como cada polindmio possui quatro coeficientes, os cinco
polinémios cubicos podem ser perfeitamente definidos. O desenvolvimento desta
formulagdo leva a uma interessante solugdo explicita para as equagdes de cada um
dos polinémios, [12]. Este método, no entanto, ao liberar a posicdo dos dois

pontos centrais, perde o controle sobre a forma da trajetoria.

2.5. PLANEJAMENTO EM COORDENADAS CARTESIANAS.

No planejamento de trajetérias no espago cartesiano, uma das
primelras preocupagses fol com o tratamento de trajetérias retilineas, pois
outras trajetérias podem ser formadas pela Jjustaposicfio de segmentos de reta.
Assim, a bibliografia preocupa-se, inicialmente, deste caso. A trajetéria, a ser

seguida pelo manipulador, planejada no espago cartesiano é retilinea. Existem
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varias razdes do por que usar trajetérias retilineas. Uma delas & de que a
trajetéria retilinea é facilmente previsivel e de simples visualizag8o. Em
segundo lugar, elas fornecem o caminho mais curto entre dois pontos, embora néo
o mais rapido. Em terceiro, muitas aplicagdes exigem uma trajetéria retilinea,
como acompanhar uma esteira rolante, realizar um cordéb de solda entre duas
chapas, operagdes de montagens, etc.. Finalmente, [39], movimentos uniformes
sobre trajetérias retilineas minimizam as forgas de inércia na garra e no objeto
que estd sendo transportado. No caso de outras trajetérias, estas podem ainda

ser descritas por uma cadeia de segmentos de reta.

Whitney [42] desenvolveu uma metodologia para o controle de sistemas
de manipulagio por teleoperagdo, devido a dificuldade de se obter trajetérias
cartesianas retilineas, comandando diretamente as velocidades das diferentes
Juntas. Whitney propés que o comando fosse feito diretamente em velocidades
cartesianas, as quais seriam transformadas em velocidades de juntas, para o
acionamento propriamente dito do brago. A relagdo entre o vetor velocidade de

junta, ®, e o vetor velocidade cartesiana, X, é dado por:

X = J(@) 0 (2.14)

onde J(B) é a matriz Jacobiana da transformagio do espago de Jjuntas para o

espaco de coordenadas cartesianas, definida por [2,10]

ax i
= 1 (2.15)

J
1) aej
O problema que se'apresenta é de, dado o vetor velocidade no espago
cartesiano, obter o vetor velocidade no espago de coordenadas de junta, o que
deve ser feito pela inversdo da matriz Jacobiana. Isto é possivel se a matriz
for ndo singular, na configuragio dada, pois a matriz é fungdo do vetor
coordenadas de junta e logo podem existir algumas configuragdes em que ocorre

uma singularidade. Uma dificuldade adicional ocorre em manipuladores

redundantes, onde J é uma matriz retangular e nio quadrada, [24].

Assim, dadas as velocidades no espago cartesiano, a matriz Jacobiana
deve ser calculada naquela configuragio especifica do brago, invertida, para
entdo serem calculadas as velocidades das juntas. Em termos de tempo de
processamento, o ponto critico estad na inversdo de J(O®), que deve ser efetuada
para cada novo ponto calculado da trajetéria. Isto pode fazer com que a
trajetéria calculada nio acompanhe a frequéncia de amostragem que o sistema de
controle exige. Neste caso Whitney sugere entiio o uso de uma tabela
pré-calculada de J(@)7%, que ¢é entdo interpolada para gerar os dados

necessarios. Esta interpolagio baseia-se em uma mudanga suave e continua da
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matriz Jacobiana com a configuracio do brago, o que ndo é necessariamente
correto, principalmente nas regides préximas a singularidades. O procedimento
dado por Whitney representa, de um modo geral, a forma de determinar ‘as
velocidades de junta, a partir de uma trajetéria definida no espago cartesiano,
necessitando a determinagiio do inverso da matriz Jacoblana, para cada ponto da

trajetéria, a ser definido em coordenadas de junta.

Um outro procedimento interessante para o planejamento de trajetérias
no espagco cartesiano é o apresentado por Paul [29], que usa uma representagdo
matricial da configuracdo do manipulador. Assim, sendo A a matriz da
configuragdo inicial e B a matriz da configuracio final, existe uma matriz D que

transforma A em B, dada por :

D=a'8 (2.16)

Para gerar a trajetéria, Paul faz entio uma interpolagdo entre a
configuracio A, no tempo t = 0 e a configuragio B no tempo adimensionalizado t =
1, entre dois pontos sucessivos da trajetéria cartesiana. Assim, é definida na
realidade uma matriz D(t), onde D(1) é dada pela expressfo anterior e D(0) é a
matriz identidade, que reproduz a configuragio A inicial, pois a matriz de
configuragdo do manipulador, em um instante qualquer, é dada por A D(t). Paul
desacopla ainda o movimento de translacio do efetuador dos movimentos de

rotagdo, definindo D(t) como o produto :
D(t) = T(t) Ra(t) Ro(t) (2.17)

onde T é a matriz de translagiio, R a matriz de rotaciio do pulso do manipulador,
a
sobre. o eixo longitudinal, e Ro a matriz de rotagdo do pulso sobre o eixo

transversal. O procedimento de interpolagdo é linear entre os pontos dados.

Taylor [39]) fornece um outro enfoque para a determinagio de uma
trajetéria no espago cartesiano, através do uso do conceito de erro de
trajetéria. O algoritmo proposto parte dos vetores configuragdo inicial e final,
em coordenadas de junta, e calcula as coordenadas cartesianas correspondentes ao
ponto médio da trajetéria, em coordenadas de junta. Estas coordenadas
cartesianas calculadas s3o entdo comparadas com a posicdo desejada, no ponto
médio da trajetéria cartesiana proposta, no caso linear. Se as duas posigdes
diferirem mais do que o admissivel, um ponto intermediario é entfio introduzido
sobre a trajetéria proposta (desejada) e o algoritmo ¢é entao aplicado
recursivamente, particionando a trajetéria sempre que a diferenca entre a
configuracdo desejada e a obtida pela interpolagdo em coordenadas de junta
exceder o tolerado. Uma vez obtida a convergéncia, dentro da tolerancia de

configuracdo estabelecida, o manipulador ¢é interpolado linearmente ‘em
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coordenadas de Jjunta entre cada dois pontos consecutivos da trajetéria em
coordenadas cartesianas. De um modo geral, qualquer métrica é viavel na medida
do desvio de posigdo e orientagdo entre a trajetéria interpolada e a trajetéria
cartesiana proposta. Taylor usou no seu trabalho a métrica Euclidiana para
posicdo e definiu o desvio angular pelo arco cosseno do termo escalar de Rx .
R;d, onde Rx é o quatérnion do ponto médio da trajetéria cartesiana linear e Rm
é o quatérnion do ponto médio da trajetéria em coordenadas de junta. Um ponto
fragil no algoritmo de Taylor é que este supde que o desvio maximo entre a
trajetéria interpolada e a trajetéria proposta ocorre no seu ponto médio, o que
nem sempre é verdade, podendo levar a situacdes onde a trajetéria interpolada
pode apresentar um significativo desvio, mesmo que no ponto médio ambas as

trajetérias sejam coincidentes, como a situagdo esquematizada na figura 2.9.

Apesar de algumas limitagdes, o procedimento proposto por Taylor
permite transformar uma representaciio analitica de uma trajetéria no espaco
cartesiano em uma seqiiéncia de pontos no espaco de coordenadas de junta, entre

0s quais a trajetéria é linearmente interpolada.

Figura 2.9 - Situagdo onde o algoritmo de Taylor fica comprometido.

As referéncias [23, 24] apresentam um elaborado procedimento de
planejamento de trajetérias em coordenadas cartesianas, onde o algoritmo
proposto parte de uma formulagfio para evitar as singularidades da cinematica
inversa e coloca o problema de obter a trajetéria como um problema de
programagdo nio linear, onde se busca minimizar a energia necessaria para
cumprir a missdo. O algoritmo foi desenvolvido tendo em vista o uso em
manipuladores redundantes, nos quais o namero de juntas é superior ao namero de
graus de liberdade em coordenadas cartesianas, permitindo assim que o
manipulador tenha infinitas configura¢des que satisfazem a uma dada posigdo e
orientaqib do efetuador. De acordo com os autores, uma trajetéria-cartesiana
especificada pode ser seguida com bastante precisdo pelo algoriitmo, que calcula
as coordenadas de junta em cada instante pela cinematica inversa, evitando os
pontos de singularidade, os quais funcionam como restrigdes no problema de

programagao n&o linear.
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Em seu livro, Fu, Gonzalez e Lee [15], apresentam um procedimento
para a programagdo em coordenadas cartesianas, através de uma sequéncia de
pontos que é usada para definir uma série de polinémios de baixo grau, estes
agora em coordenadas de junta. No caso de ser usada uma programagédo "off-line",
é possivel usar um critério de otimizagdo, baseado no minimo tempo para
completar a miss3o, em coordenadas de junta, de modo a definir a trajetéria.
Neste caso & possivel colocar restrigdes de velocidade, aceleragcdo e torque,
para cada uma das Jjuntas. Quando a programagio "off-line" ndo ¢é wusada, o
algoritmo fornece um procedimento para acompanhar uma dada linha definida no

espago cartesiano.

De acordo com a referéncia [20], a fim de ajustar fun¢des que passem
por um conjunto de n pontos, quando estas sdo splines de baixo grau, é
necessaria a solugdo de um sistema de 3(n-1) ou de 4(n-1) equagdes, dependendo
do método utilizado. O trabalho desenvolvido pelos autores propde uma formulagdo
onde existam mais pontos especificados do que necessarios; assim, existira um
erro, ja que as splines ndo passarido em todos os pontos. Desta forma é feito um
estudo para minimizar o erro total, usando minimos quadrados sobre polindémios do
terceiro e do quarto grau, como critério para definir a trajetéria. Esta
trajetéria permite gerar o percurso em coordenadas cartesianas, que mais se
aproxima dos pontos originalmente dados. Com o procedimento proposto, a solugéo
da trajetéria exige que seja resolvido agora um sistema de (n+2) equagdes, logo
mais eficiente do que os procedimentos wusuais. Seguindo esta linha de
raciocinio, a trajetéria do tipo 4-3-4, segundo referéncia [12], que tem quatro
pontos especificados, tem sua solugdo fornecida por um sistema de sete equagdes

algébricas, ou seja, de (n+3) equacdes.

0 trabalho de Lin e Chang [19], por sua vez usa a formulagio das
X-splines, que sdo uma generalizagdio das splines cubicas convencionais,
permitindo uma descontinuidade na segunda derivada nos pontos de definigdo das
splines. Estas splines s3o usadas para obter a aproximagdo da trajetoéria
cartesiana, e a descontinuidade de aceleragio ¢ controlada pelo ajuste do

intervalo de tempo entre os pontos de definigéo.

Para encerrar este item, é mencionado um desenvolvimento realizado
tanto por Paul [28] como por Taylor [39], no que diz fespeito a concatenagéao
entre duas trajetérias retilineas, de modo a suavizar a transigdo entre dois
trechos consecutivos, pois, conforme visto, ambos os autores usam trajetérias
planejadas linearmente em coordenadas de junta. Na transicio de um trecho
retilineo com outro, existe uma descontinuidade de velocidade, logo um salto
significativo na aceleragdo. Assim, os autores se preocuparam em suavizar a

'transicéo. Supondo que um trecho parte de 90 e chega em 91, no tempo t1’
enquanto que o outro trecho parte de Ol-em t1 e chega em 92 no instante ta’ a

proposta dos autores é de que a transiciio ocorra durante um intervalo 2 T,
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simétrico em relagio ao tempo t1’ logo iniciando em t1— T e encerrando em t1+ T.
Com esta transigdo entre as trajetérias, dando-se de forma suave, ocorre que a

posigao 91 passa a ndo ser atingida no instante tf

No que diz respeito ao problema da existéncia da cinemadtica inversa,
esta deve ser pensada na transformagdo do espaco de velocidades de junta para o
espago de velocidades cartesianas, conforme equagdo (2.14), onde os
correspondentes valores de posicio sdo obtidos, via integragdo no tempo, das
velocidades. A figura 2.10 ilustra esta situagido, em que J—l determina o valor
de © a partir de %. Para que exista a solugdo de 0 e logo de @, obtida pela
integragdo no tempo ao longo de um percurso no espago de . e, *é
necessdrio trabalhar sobre os espacos duais de X e é, respectivamente X e ©.
Assim, para que exista pelo menos um é, dado k, é necessario que % seja um vetor

T

* * . .
ortogonal ao nucleo de J ( no caso J= J ), pois caso contrario X tera

componentes no nucleo da transformagdo adjunta J*. Estas componentes no nucleo
ndo possuem correspondentes em é, logo a transformagdo inversa ndo existe. O
nucleo de J* corresponde ao nucleo da transformagio definida pelas linhas de J,
ou de forma equivalente, pelas colunas de Jr. Quanto ao problema da unicidade da
solucdo, garante-se a existéncia de uma unica solugdo para a cinemdtica inversa
se a dimensdo do nucleo de J for igual a zero. Caso a nulidade de J ndo seja

: . = . )
igual a zero, a inversa J nido existe e deve-se usar a pseudo inversa.

6 X

qu)

*
Figura 2.10 . A transformagio J entre © e X e a transformagdoc adjunta J

. % o "
atuando entre os espagos duais @ e X .
2.6. DISCUSSAO SOBRE PLANEJAMENTO DE TRAJETORIAS.

Com os conceitos e procedimentos genéricos sobre planejamento de

trajetéria, apresentados nas secgdes 2.2 e 2.3, bem como com os trabalhos
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especificos sobre planejamento, apresentados nas secgdes 2.4 e 2.5, é possivel
retirar-se algumas conclusdes sobre o estado atual da pesquisa em planejamento

de trajetéria e sobre a proposta do presente trabalho.

Inicialmente, todos os métodos e formulagdes tém como ponto de

partida um conjunto de pontos no espago cartesiano, que, via cinematica inversa

[0

s3o mapeados em pontos no espaco de coordenadas de junta, ou seja, o vetor X
transformado no vetor ®. Sobre estes pontos sdo colocadas restrigdes, quanto a
posigdo, velocidade e aceleragdo que a trajetéria do efetuador deve respeitar,
restrigdes estas em termos absolutos, especificadas, ou em termos relativos, de
modo a garantir a continuidade do movimento, da velocidade ou da aceleragdo. Por
outro lado, é possivel também classificar as restrigdes como rigidas, que devem
ser necessariamente respeitadas, ou como flexiveis, que a trajetéria final ndo é
obrigada a respeitar, devendo porém aproximar-se ao maximo possivel daquela
restrigdo, como ocorre, por exemplo, no caso de pontos intermediarios que
orientam a trajetéria, sem que esta, porém, passe exatamente por eles, definindo

assim um erro, que pode ser entio minimizado.

Quanto & fungdo utilizada para gerar a trajetéria, pode ser uma Unica
fungdo, que passe por todos os pontos e respeite as restrigdes de posigdo,
velocidade e aceleragdo (fungio interpoladora), ou que se aproxime o maximo
possivel dos pontos especificados (fungio de ajuste). Por outro lado, é possivel
usar ndo uma uUnica fung8o que passe por todos os pontos, mas um conjunto de
fungSes, em que cada uma define a trajetéria sobre um trecho, ficando assim a
trajetéria final formada pela superposicdo dos varios trechos em que esta foi
dividida. Deste modo a trajetéria passa a ser uma fungdo continua,
seccionalmente definida, sendo este o conceito basico envolvido na definigio de

curvas quaisquer através do uso de splines.

Tendo por base estas consideragdes, as mais diferentes metodologias
podem ser desenvolvidas para definir a trajetéria, seja buscando um plane jamento
em coordenadas de juntas, como discutido na secgdo 2.4, seja em coordenadas
cartesianas, como discutido em 2.5. Adicionalmente é necessario ainda considerar
os métodos que tém a sua formulacio na forma explicita e os métodos que a tem na
forma implicita, exigindo ou a solugdo de um sistema de equacgdes algébricas, ou

um processo numérico iterativo.

Quando o nimero de restrigdes é relativamente elevado, o uso de uma
Unica fungdo, seja interpoladora, seja de ajuste, exige, em primeiro lugar, um
significativo esforgo numérico para defini-la e, em segundo lugar, apresenta em
geral um comportamento pouco satisfatério. Assim, & conveniente usar um conjunto
de funcdes mais simples, cada uma definindo um trecho da trajetéria, o que

melhora o comportamento da fungio e simplifica o seu calculo.



27

Fazendo agora um resumo dos trabalhos levantados na bibliografia, os
desenvolvimentos de planejamento de trajetéria em -coordenadas de junta
mostram-se bastante escassos, havendo inicialmente a interpolagdo linear, no
caso de uma trajetdédria ponto a ponto. Quanto as trajetérias continuas, tem-se as
formulagdes apresentadas em [12], onde a trajetéria é dividida em trechos,
usando as formulagdes 4-3-4, 3-5-3 e 5x3, onde as duas primeiras usam trés
funcdes e a ultima usa cinco fungdes polinomiais do terceiro grau. Esta ultima,
que fornece uma solucdo explicita, tem como desvantagem a necessidade de
adicionar dois pontos, sobre os quais ndo se tem controle de posicionamento.
Assim, vé-se que as formulacdes para as trajetérias continuas, em coordenadas de
junta, sdo baseadas em fungdes polinomiais, tipicamente para trajetéria de
movimentagdo. Com o uso dos pontos de afastamento e de aproximagdo, fica
dificultado o uso ou a adaptagido para trajetérias de precisdo, especialmente no
caso da formulagdo 5x3, onde o usuario n3o tem controle sobre o posicionamento

dos dois pontos centrais do trecho de movimentagio, colocados adicionalmente.

Quanto aos trabalhos desenvolvidos para o planejamento de trajetérias
em coordenadas cartesianas, estes mostram-se em numero mais expressivo, sendo ¢é
possivel dividi-los em dois grupos. No primeiro, estdo os trabalhos que procuram
realizar o planejamento de trajetérias retilineas em coordenadas cartesianas,
que s8o os trabalhos de Paul [28] e de Taylor [39], complementados por seus
préprios desenvolvimentos, para concatenar de forma suave dois segmentos de
reta. No segundo grupo estio os trabalhos que usam critérios de otimizagdo,
através da minimizagdo de wuma variavel. Os trabalhos de Mayorga [23,24],
preocupam~-se em minimizar a energia consumida pelo manipulador. A trajetéria do
tipo 5x3 da referéncia [12], quando é utilizado o critério de otimizagio, busca
o minimo tempo em que a trajetéria pode ser cumprida. Finalmente, os trabalhos
[19,20] usam o conceito de erro entre a trajetéria real e a trajetéria
pretendida, sendo este minimizado na busca da solugio da trajetéria. Deste modo
os trabalhos mais interessantes encontram-se como planejamento de trajetérias em
coordenadas cartesianas, em que existe a preocupagdo constante do calculo da
cinemdtica inversa, com o calculo de J(@)-f conforme [42], ou entio com os
pontos de singularidade de J(@), [23,24]; Assim, a maioria dos trabalhos, e em
especial os que usam algum critério de minimizac8io na definicdo da trajetéria,
sdo viaveis para uma aplicagdo "off-line", onde nio é exigido o processamento em
tempo real, tanto para os parametros que definem a trajetéria, como para o
cadlculo da trajetéria propriamente dita. Finalmente, cumpre salientar a
inexisténcia de referéncia na bibliografia consultada ao conceito de trajetéria
adaptativa para processamento em tempo real de indicacdes de sensores externos,
exceto [35, 36].



CAPITULO 3.

USO DOS POLINOMIOS CUBICOS DE HERMITE NO PLANEJAMENTO DE TRAJETORIAS DE
MANIPULADORES.

Conforme Jja& comentado, a pesquisa bibliografica a respeito dos
procedimentos existentes para o planejamento de trajetoérias de manipuladores
mostra que estes apresentam-se bastante deficientes, no que concerne a
facilidade de programagio (sistemas amigdveis, com pequeno volume de dados
exigido), rapidez de processamento (que nio exigem solugdes iterativas ou entéo
via sistema de equagdes) e flexibilidade de programagédo, isto sem contar na
possibilidade de gerar trajetérias adaptativas. Com o uso de um planejamento de
trajetéria baseado em polindémios cubicos de Hermite, em coordenadas de junta, &
possivel suprir praticamente todas as deficiéncias acima, permitindo ainda gerar

trajetérias de transporte, ou trajetérias de precisao.

De um modo geral, conforme usado neste trabalho, a trajetéria a ser
analisada é formada, na realidade, por varios polindémios cubicos de Hermite
(PCH), de modo que a trajetéria na realidade seja constituida por um certo
numero de trechos, existindo em cada um destes um polinémio de Hermite. Assim, é
possivel definir pontos intermediarios a trajetéria, o que permite controlar a
forma desta, conforme ilustra a figura 3.1, no caso com o uso de quatro

polinémios de Hermite.

1 x(s)

t(s)

Figura 3.1 - Trajetéria de quatro trechos.

Nas secgbes a seguir sdo detalhadas as principais caracteristicas das
trajetérias planejadas através dos polindmios cubicos de Hermite, iniciando com

uma breve revisfo sobre splines.
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3.1 AJUSTE DE CURVAS E SPLINES.

A decisdo de desenvolver trajetérias com-o uso dos polinémios cubicos
de Hermite deve-se & grande flexibilidade que estes apresentam, na definigdo de
trajetérias, aliada & simplicidade algébrica, o que permite, em primeiro lugar,
o desenvolvimento de formulagdes de trajetérias de movimentagdio, de trajetérias
de precisdo, e de trajetérias adaptativas. Em segundo lugar, estas formulagdes
levam a um equacionamento explicito, com consequente redugdo do esforgo de
calculo, viabilizando o desenvolvimento de manipuladores répidos adaptativos (6,
18, 35, 36]. Dentre outras fungdes com possibilidade de uso no planejamento de
trajetéria, pode-se citar os polinémio de Lagrange, as curvas de Bezier e as

curvas de B-Splines.

No caso dos polinémios de Lagrange, como ¢ uma formulagdo
interpoladora, onde a funciio passa exatamente sobre todos os pontos fornecidos,

apresenta uma série de dificuldades, como por exemplo:

- Trajetéria de movimentacdo, com pontos extremos especificados. Como
s8o dados apenas dois pontos, o polinémio de Lagrange neste caso é
uma reta. Com o uso da formulagdo por Hermite, a trajetéria ¢é
composta por trés trechos, em cada um existindo “um polindémio do
terceiro grau, conforme figura 3.2.

- Trajetéria de precisfio, com pontos intermediarios para orientar a
trajetéria. Neste caso o grau do polinémio depende do numero de
pontos fornecidos, assim apresentando um nimero de inflexdes na curva
que é também fungdo do numero de pontos. Isto leva a uma trajetéria
ondulada, com pouco controle sobre o comportamento da trajetéria nos

trechos entre pontos, como mostra a figura 3. 3.

O uso das curvas de Bezier, assim como das curvas por B-Spline,
caracterizam-se por serem formulagdes de aproximacio, onde a curva nio passa
pelos pontos dados, com excegdo dos pontos extremos. Isto leva a uma
consideravel dificuldade no planejamento de trajetérias de precisfio, em que o
efetuador deve obrigatoriamente passar por certos pontos. Um ponto adicional que
é desfavoravel a uma formulacdio baseada em B-Splines é o fato do calculo das
fungdes ndo ser explicito, devendo ser feito um processamento recursivo, tanto

mais trabalhoso quanto maior o nimero de pontos e a ordem das splines.

Assim, para o uso na formulagio de planejamento de trajetéria,
tanto Lagrange, como Bezier, como B-Splines apresentam desvantagens em relagdo

aos polindémios cubicos de Hermite.
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Trajmtaria PCH 3
— 100 e -
Velocidade '
- e ‘.""--.,
e 4 ... 5
1 T
ficelexracao '~
- Posicao
B et SR -"

Figura 3.2 - Trajetéria de trés trechos, com formulagdo por polindémios cubicos

de Hermite. Apenas os dois pontos extremos devem ser fornecidos.

10

Y(S)

Figura 3.3 - Trajetéria por Lagrange, com pontos intermediarios.
3.2. TRAJETORIAS COM POLINSNIOS CUBICOS DE HERMITE.

Os polindmios cubicos de Hermite sdo fungdes que possuem a
propriedade de, dados dois pontos, passar por estes pontos e, simultaneamente,
respeitar as derivadas especificadas nestes dois pontos. Assim, a fungdo fica
perfeitamente definida por quatro dados, que sdo, o valor da funcdo nos pontos
extremos e o valor da derivada da fungdo nestes mesmos pontos. A forma usual de

apresentagdo dos polindémios cibicos de Hermite é a forma parametrizada:

F(s) = F1 (25 - 3s° + 1) +F (-2s° + 3s%) +
2 3 2

dF1 ( s - 287 4+ s) + sz ( s - s (3.1)

onde F1 e F2 sdo os valores da fungdo nos pontos extremos e dF1 e sz sdo as

derivadas da fung¢do nos pontos extremos.
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Para que F(s) represente a equagdo de uma trajetéria, €& necessario
interpretar s como sendo o tempo adimensionalizado, ou, entdo, definir uma outra
fungdo t(s), onde a variadvel s passa a fazer o papel de um parémetro, que
simultaneamente, determina F(s) e t(s) e, portanto, a trajetéria F(t), de forma
indireta. Se a fungdo t(s) é também expressa através do uso de um polindmio
cibico de Hermite, uma série de vantagens advém, além da interpretagdo dos dados

de (3.2), andloga ao caso da equagdo (3.1):

t(s) =t 2s® - 38 + 1) + t, (-28° + 38%) +
dt1 (s - 2s% 4+ s) + dt2 ( s - sz) (3.2)

A principal vantagem que surge com o uso da trajetéria. definida
parametricamente, onde tanto F(s) como t(s) séo expressas por PCH, ¢é a
flexibilidade' na obtengdo da trajetéria, o que permite compatibilizar as
diferentes restricdes de posicdo e tempo em cada um dos pontos que definem a
trajetéria, bem como também assegurar uma continuidade de velocidade e de
aceleracao em qua;quer ponto sobre a trajetéria, mesmo os que separam de uma

forma explicita um PCH de outro PCH de outro trecho.

§

A formulagdo dos PCH pode ser obtida considerando que se deseja uma
fungdo paramétrica que passe em dois pontos extremos {(em s = O eems = 1, sendo
S o paréametro) e que tenha derivadas especificadas nestes mesmos pontos. Assim
existem quatro dados, logo, se a fungdo for polinomial, esta deve ser do
terceiro grau, com quatro constantes a determinar. Aplicando as condigdes ao

polindémio, chega-se a equagdo (3.1), como mostrado no Apéndice 1.
3. 3. PROPRIEDADES DOS POLINS6MIOS CUBICOS DE HERMITE.

Conforme ja citado na secglio 3.2, os polindmios cubicos de Hermite
possuem como propriedades o fato de passarem pelos pontos F1 e Fz’ e de
possuirem nestes pontos derivadas dF1 e sz, respectivamente. Quando o
planejamento de trajetéria ¢é efetuado através de PCH, na sua forma
parametrizada, passa-se a ter duas fungdes, uma que da a coordenada da
trajetéria, como x(s) e outra que da o tempo em que o ponto é atingido, como
t(s). Assim, como s varia no intervalo [0;1], para definir de forma explicita e
univoca a trajetéria, ¢é necessario conhecer os valores de x(0); x(1); dx(0);
dx(1), bem como t(0); t(1); dt(0); dt(1), num total de oito dados. A figura 3.4
ilustra uma trajetéria gerada por dois PCH parametrizados, x(s) e t(s), com
indicagdo das varidveis que devem ser fornecidas para definir a fungdo x(t).

Da teoria de fungdes representadas parametricamente vem que, para um
ponto qualquer sobre a trajetéria, a velocidade e a aceleracdo s3do dadas,

respectivamente, por
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o dx _ s S (3 3)
A T '
S

a2 t x -t X
i = X — _1S ,ss »y88 8 (3.4)

at? t 3

y &
Nos pontos extremos, onde s = 0 ou s = 1, X e X sdo calculados de

forma semelhante, apenas particularizada para os valores de s, conforme se
encontra detalhado no Apéndice 1. Estes valores sdo fundamentais na
especificagdo das condicBes que a trajetéria deve satisfazer nos seus extremos.
Considerando uma curva em R° , definida parametricamente por dois PCH, um que
fornece x(s) e outro para y(s), a figura 3.5 mostra o efeito de dx e dy sobre a
forma da curva definida por x(s) e y(s), mudando a derivada no ponto inicial e,
na figura 3.6, mudando a magnitude de dx e dy, porém mantendo constante a

derivada.
x| | ld Xip
dt i2

ta

Figura 3.4 - Fungdo x(t), com representacio paramétrica.

10
1idul=2 dyl=
2. 116 dut=1b

yis) 3:dx1:=7 =2 &2z d2: 18

x(s) 10

Figura 3.5 - Efeito da derivada no ponto inicial .



33

10
ns)

tdxl s dyl = 44

2idd:s 5 =22

Jidd: 10 dyi:=44

d2: 18 d2:18 xs) 10
Figura 3.6 - Efeito da magnitude de dx e dy, para igual derivada no ponto

inicial.

0 uso dos polindnios cubicos de Hermite para o planejamento de
trajetérias mostra-se bastante confortavel, pela imediata identificagdo entre os
efeitos discutidos acima e os aspectos de definigio de velocidade e de
aceleragdo nos pontos extremos, quando s3o usados dois polindmios, um x(s) e
outro t(s), o que se mostra bastante Gtil na obtencdo de uma trajetéria definida

por varios trechos.
3.4. EFEITOS DA FUNGAO t(s) NAO LINEAR.

Um aspecto fundamental na definicio de trajetérias com o uso de uma
representagdo paramétrica dos PCH é de que a fungdo t(s) deve ser uma fungdo
monotonicamente crescente, para ser fisicamente realizavel, figura 3.7, ou seja,
ndo deve ocorrer reversio de t(s), quando s varia no intervalo [0;1]. Esta

consideracdo leva a condicio 6bvia de que é necessario que

t (s} >0 (3.5)

S S

Figura 3.7 - Fungdes t(s) fisicamente realizavel, (a) e irrealizavel, (b).

de
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Deste modo, para que a trajetéria exista, é necessario verificar sob

que condigdes a relagdo (3.5) é satisfeita, ou, o que é equivalente, que a

condigdo t (s) s 0 ocorra fora do intervalo [0;1]. Da equagio de t(s) e do
s

’

Apéndice 1, vem,

t = At(-6s°+6s) + dt1(352—4s+1) + dt2(3sz—ZS) (3.6)

S

e levando em conta a condigdo t . > 0, resulta portanto a expressido em s,
s® [-6At + 3 (dt + dt )] + s [6At - (4dt + 2dt )] +dt, =0 (3.7)

onde tem-se que At = t2 - tf

A resolugdo de (3.7), embora seja uma simples equagdo algébrica do
segundo grau, ndo leva a uma solugdo simples e elegante sobre as relagdes entre
At, dtl e d?z para satisfazer (3.6). Assim, foi buscada uma solugdo alternativa
que fornega uma orientacgio sobre os limites de dt1 e dtz, para satisfazer (3.6).
Esta solugido alternativa considera que, como casos extremos, as raizes de (3.7)
estardo ou sobre o ponté s = 0, ou sobre o ponto s = 1. Para o éaso onde o ponto
critico estd em s = 1 ocorre, portanto t's(l) = 0; logo, conforme discutido em
3.3, tal implica que dt2 = 0. Com esta restrigio, busca-se entdo o limite em dt1

e At para que S,y = 1. A solugdo de (3.7) para dt2 =0 é:

-6At + 4dt1 + 2 [3at - dtI]

S1,2 © 2 T-6At + 3dt_] (3.8)

€ para que s =z 1, resulta :
dt1 - 3At = £ [3At - dtll (3.9)

em que a raiz negativa leva a uma solugdo trivial e a raiz positiva leva a

condigdo :
dt1 = 3At (3.10)

No caso em que se considera agora dt1 = 0, a condigdo a ser cumprida

é que S = 0; nesta situagdo, a equagdo (3.7) fornece :
-64t + 2dt2 + 2 (3At - dtz) =0 (3.11)

ou o0 que é equivalente,
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--dt2 + 3At =z % [3At - dt2] (3.12)
A ralz positiva leva a uma solugfio trivial e a raiz negativa ao resultado :
dt2 = 3At (3.13)

As equagdes (3.10) e (3.13) sdo validas quando dt2 =0 e dt1 = 0,
respectivamente. Para outros casos, s&o conservativas, Jja4 dque se, por exemplo,
dt2 > 0, o valor critico de dt1 passa a ser malor que 3At. Por outro lado,
conforme serid comentado na seccio 4.1, o limite representado por (3.10) e (3.13)
é bastante elevado, ndo sendo fator limitante para o uso da formulagdo

apresentada no planejamento de trajetéria. Vale observar finalmente que, quando

ambos os limites maximos sfo atingidos, ou seja, quando dt1 = dt2 = 3At, a
fungdo t(s) passa a apresentar t s(0,5) = 0, porém é um ponto de inflexé&o,
conforme pode ser comprovado, ja que t ss(0,5) = 0; assim mesmo, esta situagdo

ndo compromete a existéncia de t(s).

Um outro ponto que deve ser analisado, e que é consequéncia da fungdo
t(s) ser nd3o linear, diz respeito aos intervalos de tempo entre cada dois pontos
consecutivos que sio calculados. Estes pontos sdo calculados com um espagamento
uniforme do parametro s ou seja, sdo calculados a cada As, tomado, por exemplo,
como 0,005. Como t(s) é um polindémio do terceiro grau, os intervalos de tempo
entre pontos consecutivos n3o sio constantes sobre toda a trajetéria. Este fato
pode levar a dificuldades quando do uso dos dados gerados da trajetéria, pbr
parte do sistema de controle do manipulador, que tem uma frequéncia fixa de
amostragem, necessitando portanto de dados com um espacamento ndo maior 'do que o
tempo de amostragem, Tamostragm{ Assim é importante verificar como os pontos
gerados por t(s) se distribuem no tempo, de modo a estimar o maximo valor para
As compativel com a frequéncia de amostragem. O valor de At(s), correspondente
ao intervalo de tempo entre dois pontos consecutivos da trajetdéria pode ser
obtido como

At(s) =t As (3.14)

%]

€ para calcular o maximo At(s), deve-se determinar o maximo de t , conforme

'S
equagio (3.6).

Para obter o maximo de t é necessario obter as raizes em s que

’

anulam a segunda derivada de t(s), ou seja, resolver a equacgio em s

At( -12s + 6 ) + dtl( 6s - 4 )} + dtz( 6s -2 ) =0 , (3.15)
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Esta equacdo tem raiz

1 3At - 2dt - dt,
5= 3 ZAt T dt - dt_ (3.16)

e assim o valor de t deve ser calculado em s obtido por (3.16), para entéo

se obter qual As deve ser adotado no planejamento da trajetéria,

As = T /7t (3.17)
amostragem » 8
Considerando, agora, um caso particular em que dt1 = dtz, e iguais a
dt, para obter-se uma idéia do comportamento de As, por (3.16) verifica-se que a

raiz é s = 0,5 neste caso, e assim (3.14) reduz-se a :

t & At( 1,5 ) +dt ( -0,25 ) + dt ( ~-0,25 ) (3.18)

’

Dependendo dos valores de At e de dt, a derivada t . pode assumir
qualquer valor, porém o seu maximo ocorre quando dt for igual,a zero, pois os
termos em dt sdo subtrativos; portanto o maximo de t é 1,5At. Usando (3.17),

resulta que, ao menos para esta situag8o aqui discutida, que As deve ser néo

maior do que :

As = Taﬂwstragem / (1,5 At) (3.19)
Para uma situagdio geral em que os valores de dt1 e dt2 sdo quaisquer,
é necessirio usar a formulagio geral, equagdes (3.16), (3.6) e (3.17), nesta
ordem. Concluindo esta discussdo sobre os efeitos de adotar uma fungdo t(s) nfo
linear, pode-se dizer, de forma resumida, de que para a existéncia de t(s) é
necessario que dt1 = 3At e também que dt2 = 3At . Quanto ao intervalo As com que
os pontos sdo calculados, este deve ser relacionado com o intervalo de tempo de

amostragem do sistema de controle do manipulador, como discutido.



CAPITULO 4.

TRAJETORIAS NAO ADAPTATIVAS.

Neste Capitulo s3o desenvolvidas as formulagdes de trés tipos de
trajetérias, usando PCH, com diferentes numeros de trechos, com aplicag¢les em
diferentes casos, pré-programadas, ou seja, ndo adaptativas. Assim, na secgéo
4.1 é apresentada e discutida a formulagio de uma trajetéria de trés trechos, de
grande flexibilidade para uso como trajetéria de transporte ou de precisdo e é
fundamental para o desenvolvimento da trajetéria adaptativa. Na secgdo 4.2
tem~se uma trajetéria de quatro trechos, que permite um maior controle sobre os
- pontos por onde a trajetéria passa, Jj& que s#o especificados cinco pontos no
espago cartesiano, ou através da cinematica inversa, no espago de coordenadas de
Junta. A secgfo 4.3 apresenta uma formulacio genérica para uma trajetéria com um
namero quaiﬁuer de trechos, situag3io que leva & necessidade de resolver um
sistema de equaqaés ndo lineares para se obter a solu¢do da tragetéria, enquanto
que as trajetérias discutidas em 4.1 e 4.2 levam a soluéées explicitas.
Finalmente a sec¢iio 4.5 apresenta exemplos de aplicagio das propostas de

formulagéo.

Em qualquer uma das formulacdes discutidas, a trajetéria é sempre
formada pela justaposigdo de trechos, em que cada trecho possui o seu préprio
PCH; nos pontos de transig3io assegura-se continuidade de posig8o, velocidade e
aceleragdo, garantindo desta forma um movimento suave ao longo de toda a

\

trajetéria.
4.1. TRAJETORIA DE TRES TRECHOS.

A trajetéria mais simples que apresenta interesse pratico, para
trajetérias divididas em trechos, é a de trés trechos aqui discutida. Existe um
primeiro trecho de afastamento do ponto inicial, um trecho intermediario de
movimentagdio e finalmente um trecho de aproximacdo até o ponto final. Os dois
trechos extremos sdo importantes para controlar a posigdo inicial e final do
elemento ativo do manipulador, a orientagdo com que o mesmo se afasta ou se
aproxima do ponto terminal, bem como ainda a velocidade com que se da o
movimento nestes trechos criticos. A figura 4.1 mostra uma trajetéria decomposta
em trés trechos, em que cada um serid calculado através de um PCH préprio. O
principio que leva a formulagdo final é o da continuidade de velocidade e de
aceleragdo nos pontos de transigdo de um trecho para o seguinte, garantindo

assim, uma trajetéria que é efetuada de modo suave.



38

- L

ty te  tag  ta

Figura 4.1 - Trajetéria de trés trechos usando PCH em cada trecho.

Em cada um dos trés trechos é necessario especificar quatro valores
para definir x(s) e mais quatro valores para definir t(s), sendo portanto
necessario especificar 24 pardmetros para definir os seis PCH da trajetéria
x(t), em um primeiro enfoque, sem maiores preocupagdes em reduzir o esforgo
computacional. Com o uso da formulagio aqui desenvolvida, um total de seis dados
apenas € suficiente, facilitando em muito a definigédo da‘trajetéria, tornando
mais amigavel a tarefa de planejamento de trajetéria e de programagdo do
manipulador. Outro aspecto a considerar preliminarmente é o da existéncia de
t(s), seguindo as orientaqﬁeé fornecidas em 3.4. Porém se nos trechos extremos
da trajetéria for usada uma particularizacdo do PCH, onde dt1 = dt2 = At = t_ -

2

tl, da equagdo (3.2) resulta que t(s) passa a ser uma fungdo linear

t(s) = t1 + s At (4.1)

e desta forma a questdo da existéncia de t(s) é irrelevante, ja due At > 0. No
trecho de movimentagdo, usando uma fungio t(s) completa, este aspecto da

existéncia de t(s) é relevante, sendo necessario satisfazer (3.10) e (3.13).

Conforme detalhado no Apéndice 2, considerando que nos pontos
extremos tanto a velocidade como a aceleragdo sejam nulas, de forma a permitir
um trecho de afastamento e um trecho de aproximacdo com movimento suave, com
precisdo de posicionamento e de orientacfio do elemento ativo do manipulador, bem
como as condigdes de continuidade de X e de x nos pontos 2 e 3, chega-se no

seguinte sistema de equagdes (equagdes (A2.14), Apéndice 2):

"
o

Cdt;+ Bdt_+ A
2 (4.2)

H
o

Fdt? + Edt + D
22 21
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onde dt21e dtzzséo os valores da derivada da fungdo t(s) nos pontos extremos do

segundo trecho. Os coeficientes de (4.2) sdo :

At2
= < - 4,
A=23 Ax1 At1 sz (4.3)
Ax3 Ax1
= 2 - D 4.4
B At At ( )
3 1
Ax1 :
C = —— (4.5)
at?
1
At2
D=3 Ax3 m‘-— - sz (4-6)
3
Ax1 Ax3
E = ZT— — Zt— (4.7)
. 1 3
. Ax3
F = -_2. )(4-8)
At "
3

0O sistema (4.2), embora constituido de apenas duas equagdes,
apresenta-se como ndo linear., Analisando as equagdes (4.2), estas podem ser

rdesacopladas se B=0 e E = 0, o que é satisfeito com

3 (4.9)

-
w

que corresponde fisicamente a que a velocidade média no trecho de afastamento
seja igual a velocidade média no trecho de aproximacgdo. Em termos praticos isso
é facilmente realizavel e pode ser conveniente, uniformizando o percurso nos

trechos de afastamento e de aproximagfio. Com (4.9) satisfeita, (4.2) passa a ser

1]
o

2
Cdt21+ A (4.10)

i
o

2
th22+ D (4.11)

e assim fica imediata a solugio de dt21 e‘dt22 como

J- A/C (4.12)
J- D/F (4.13)

dt
21

dt
22
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Para que (4.12) e (4.13) tenham solugdio é necessdrio que C # 0 e
F # 0, o que de acordo com (4.5) e (4.8), ocorre desde que existam acréscimos de
coordenada nos trechos extremos, ou seja, Ax1 # 0 e Ax3 # 0. Por outro lado, é

ainda necessério que A s 0 e D = 0. Usando (4.3) e (4.6), resulta

bx o, Bx, (4.14)
At 3 At :

1 2
ax, 1 ax, (4.15)
At 3 AL

3 2

e como (4.9) é uma preliminar, apenas uma das duas equagdes acima é suficiente.
Estas equagdes significam que a velocidade média nos trechos extremos deve ser
inferior a 1/3 da velocidade média no trecho de movimento. De um modo geral, é

possivel escrever :

) bx, 4 8%, (4.16)
At. " K At
1 2
com @
K=3 (4.17)

Assim, para haver solugio de (4.12) e (4.13), é necessario que (4.17)
seja satisfeita. Usando (4.3) a (4.8), os parametros que definem o trecho

intermediario sdo dados por (4.18) a (4.21)

- AX

dt? = —2 At - 3at ] At (4.18)
21 i Ax1 1 2 1
2 [ sz
a2 = | & At - 3At2] At (4.19)
dx> =9 |Ax Ax - 3Ax2 533 (4.20)
21 1 xz X At1 )
dx> = 9 |Ax Ax - 3Ax° 553 (4.21)
22 3 2 %3 At3 : )

Na solugdo de uma dada trajetéria, em geral conhecem-se inicialmente
0s pontos extremos, ou seja, X, e X, conforme figura 4.1, bem como os
intervalos de tempo Atl, Atz e At3. Os pontos internos podem ser obtidos com o

uso de (4.9) e de (4.16), bem como considerando que :
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Ax + Ax_ + Ax_ = Ax (4.22)
1 2 3

0 que leva a equacgdo :

Ax1 = (4.23)

e portanto com o uso de (4.9) e (4.22), resultam Ax3 e sz.

O valor da constante K, segundo (4.17), deve ser maior ou igual a 3,
embora, como comentado mais adiante, a condigdio K = 3 leva a uma descontinuidade
de aceleracdo. No entanto, um outro aspecto deve ser»guidado, que é a existéncia
da fungdo t(s), o que exige o cumprimento de (3.10)”e de (3.13). Com o uso de

(4.9), (4.16) e (4.22), a equagdo (3.10) pode ser escrita como :

At
K =<3 [ 3 -2 41 ] (4.24)

At2
K =3 [ 33— +1 ] (4.25)

Assim, K pode ser selecionado dentro do intervalo definido por (4.17); {(4.24) e

(4.25), onde, tomando como exemplo Atz/At1 = 3, se chega a
3=K =30

0 que é uma faixa de variagido razoavel.

As figuras 4.2 e 4.3 ilustram o efeito que o valor da constante K
exerce sobre a forma da trajetéria, bem como sobre o perfil de velocidade e de
aceleragdo, em especial no trecho de movimentacio da trajetéria, jé& que nos
trechos extremos o perfil de aceleragio é sempre linear, pois considera-se a
fungdo t(s) linear. Nestas figuras, bem como em todas as outras similares, as
curvas de posigdo, velocidade e aceleragdo estdo todas na mesma escala de
valores, conforme indicado no eixo vertical. A trajetéria da figura 4.2 foi
calculada com K = 3 e com K = 5 para a figura 4.3. A trajetéria foi calculada
com At1 de lsegundo, para i=1, 2, 3 e Ax = -150, apresentando um valor de méximo
de K de 12. No Apéndice AS existem outros resultados que podem ser obtidos com a

presente formulagdo de trajetérias.
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TraJjetoria PCH S
— *>e
ficeleracao
| L
........................... S |
.......... ue loc idade
— ]

— —ama Posicao e -

Figura 4.2 - Trajetéria de trés trechos planejada com uso dos PCH.

Trajutarica PCH 3
— I8
Aceleracao
..\*..
1 2 3
......................... T | T
...... T " "Uelocidade
Posica T
t— ~voe T B U PPRURITINN -

Figura 4.3 - Trajetéria de trés trechos planejada com uso dos PCH.

O efeito basico do fator K sobre a trajetéria pode ser sentido pela
andlise das curvas de aceleragdo. Para K=3, menor valor permissivef, vé-se que a
aceleragdio no trecho intermediario é nula. Assim, toda a aceleragdo concentra-se
nos trechos extremos. Com maiores valores de K a aceleragdo vai aumentando no
trecho médio, reduzindo a aceleragdo nos trechos externos. O valor méximo de K,
dado por (4.24) e (4.25), deve ser respeitado para garantir a existéncia da

funcgio t(s).
4.2. TRAJETORIA DE QUATRO TRECHOS.

Uma formulagdio explicita da trajetéria, baseada em PCH é conseguida
para o caso de quatro trechos, definida por cinco pontos no espago, conforme
mostra a figura 4.4. Neste tipo de trajetéria sdo mantidos os trechos de
afastamento e de aproximagiio nos extremos, ficando dois trechos intermediarios

de movimentagdo, com melhor controle sobre o comportamento da trajetéria no
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espago, jd que aqui os cinco pontos s&do diretamente especificados, ao contrario
da trajetéria de trés trechos discutida no item 4.1, onde apenas os pontos
extremos sdo especificados. Neste caso, todos os trechos foram considerados com
t(s) linear, de modo a evitar a discussdo e verificacdo da existéncia fisica da
funcdo t(s). Este tipo de formulag3o ja se apresenta com a possibilidade de um
melhor comportamento .no que diz respeifo ao controle sobre a trajetéria
cartesiana, pois existem agora trés pontos a serem especificados no trecho de
movimentagdo, ou seja, um ponto a mais do que no caso da trajetéria de trés

trechos.

x(s) |

t (s)

Figura 4.4 - Trajetéria de quatro trechos.

A continuidade de velocidade e de aceleragio no ponto 2, entre o
trecho 1 e o trecho 2, é assegurada pelas equagdes (4.26) e (4.27) abaixo, onde
o termo a esquerda da igualdade é a velocidade, ou aceleragdo, no fim do
primeiro trecho e o termo a direita é o correspondente valor no inicio do trecho

seguinte, conforme detalhado no Apéndice 2, equagdes (A2.31) a (A2.36).

Ax1 dx21
1 2
Ax1 1 .
6 — = — (6Ax2 - 4dx21 - 2dx22) (4.27)
At Atz

Para a continuidade, de velocidade e de aceleragdo, no ponto 3, entre

o trecho 2 e o trecho 3,

dx22 dx31
T = X (4.28)
2 3
L (-6Ax_ + 2dx_ + 4dx_) = —1- (6Ax_ -~ 4dx - 2dx__) (4.29)
2 2 21 22 2 3 31 32
At2 At3



Para a transigido no ponto 4, finalmente :

1
— ( 6Ax3 + 2dx31 + 4dx32) = -

2
At3 At4

A solucdo de (4.26) a (4.31) quanto a At1; At4; dx

deduzido em detalhes no Apéndice A2.2, por

3+ l9 + 4 rxlI

2 r
x1

At = At
1

onde

340x_ - Ax
2

3
= — >
r-xl AX1 (> 0)

deve ser maior que zero para que At1 também o seja.

At2
dx21 =3 it Ax
1
Ax
3 3 1
dxzz = Z (AX3 + sz) - ‘2- Atz E .
|9 +4r )
At = At S* x4
4 3 r
x4
De modo similar a (4.33), vem :
3Ax3 - sz
rx4 = Ax (> 0)
4
portanto:
At2
dx31 = 3Ax1 Kq
At
dx__ = 3Ax

32 4 At

(4.30)

(4.31)

(a.

(4.

(4.

(4.

(4.

(4.

(4.

(4.

3

21
dx32, considerando-se conhecidos Axi e também At2=;At3, é dada, conforme

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

44

’

31
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As equagdes (4.32) a (4.39) determinam assim de forma explicita a
formulacdo da trajetéria de quatro trechos, onde o problema de existéncia da
solugdo prende-se unicamente & exigéncia de At1 > 0 e At4 > 0, o que sera

satisfeito se r >0eser >0.
x1 x4

Irajotoria PCH 4
— 1m0 e T e
UVUelocidade e
,,// .......... ~':""':,y-if_,_“. .
Pt _,;:/ R
PPl ",/ .- ~—— ] - ...
et 1.33 T 5.33 . 6.6
{ - T — —— | ' " '7
, "‘M‘,_N\u’- ''''' o PRl
Posicao .~ Aceleracao
/’./’
o"//,
e UL -

Figura 4.5 - Trajetéria de quatro trechos, sem reversdo, passando pelos pontos
de coordenadas -100, =90, 0, 90 e 100. O intervalo de tempo entre
os pontos médios é de 2 segundos, sendo a duragdo total de 6,66

segundos.

No caso de se desejar uma reversio ao longo da trajetéria, isso deve
ser feito sobre os trechos 3 e 4, onde Ax3 e Ax4 devem entdo ser de sinal
contrario ao de Ax1 e sz. As figuras 4.5 e 4.6 mostram trajetérias de quatro
trechos, calculadas seguindo (4.32) a (4.39), sem reversio e com reversdo

respectivamente.

Irajotoris PCH 4
Velocidade
”r.’_, e
sl \\‘v -
m. “ : I
' \ \\ e
2.42 ™ ,_,./6.4 2 S
] _ ///H ‘x:\\\ — I o —— T
Pt ~o X -
TN KON T
7 " A n g
Posicao e h
L Acelexracao E
| | -aea |

Figura 4.6 - Trajetéria de quatro trechos, com reversdo, passando pelos pontos
de coordenadas -100, -70, O -70, -100. O intervalo de tempo entre
os pontos médios é de 2 segundos, sendo a duragdo total de 8,84

segundos.
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Os resultados das figuras 4.5 e 4.6 mostram, dque, mesmo com
intervalos idénticos entre os pontos intemediarios, a duragdo total da

trajetéria é afetada pelas coordenadas dos pontos dados. Tal comportamento esta

descrito pelas equacdes (4.32) e (4.36).

Figura 4.7 - Trajetéria genérica no planejamento com o uso dos PCH por trecho.

4.3. TRAJETORIA GENERICA.

Nesta secg@io é apresentada a formulagio de uma trajetéria usando os
PCH com um numero qualquer de trechos, onde cada trecho tem sua prépria fungdo
x{(s) e t(s). Quanto & ultima, serad considerada na sua forma linear, por razdes
similares as discutidas na seccdo 4.2. Considerando um conjunto de quatro
trechos adjacentes como ilustrado ha figura 4.7, sera analisada a continuidade
do movimento entre o trecho k e o trecho k + 1, no que diz respeito a

continuidade de coordenada, de velocidade e finalmente, de aceleragdo.

Uma simplificagdo que serd adotada é a de considerar constantes os
valores de Atk, iguais entre si e iguais a um At genérico. Nestas condigdes a
transicdo entre o trecho k e o trecho k + 1 leva as equagdes, conforme mostra o
Apéndice A2.3,

dx =d (4.40)

X
k; 2 k+1;1

-6Ax + 2dx (4.41)
k k;1

14

+ 4dx
k; 2

= 6Axk+1 - 4dxk+1;1 - 2dxk+1;2
A equagdo (4.40), quando aplicada a cada ponto de transigdo, leva a conclusao
que dx passa a ser um valor do ponto, ja que é o mesmo, seja vindo pela
esquerda, ou pela direita. Assim, a nomenclatura serd relaxada e adotado dxk
para o ponto inicial do trecho k. Desenvolvendo para os outros pontos de
transicdo da figura 4.7, resulta o sistema de equagdes (4.42) abaixo, com uma

matriz coeficiente tridiagonal, como pode ser verificado.
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2dx + 8dx + 2dx = 6(Ax + Ax )

k-1;1 k k+1 k-1 k
2dx + 8dx + 2dx = 6(Ax + AX )

k k+1 k+2 k k+1
2dx + 8dx + 2dx = 6(Ax + Ax. )

k+1 k+2 k+2;2 k+1 k+2

(4.42)
Os termos dx e dx sdo os termos de acoplamento com os
k-1;1 k+2;2

trechos externos aos ilustrados na figura 4.7, que devem ser obtidos pelas

condigbes de compatibilidade de velocidade nos pontos extremos, ja que

dxk 131
3 . et 5t 4,43
Xk-1;1 At ( )
' k-1
dxk+2' 2
v - .44
Xk+2;2 At (4 )
k+2

Quanto & continuidade de aceleraciio, esta deverd ser suprida pelos trechos
externos, ja que os internos estdo totalmente definidos com a solugdo de (4.42),
& excegdo dos termos de acoplamento. De modo a ilustrar a obtengdo da formulagéo
completa, para a trajetéria aqui em estudo, serd considerada a adogdo de dois
trechos adicionais a trajetéria da figura 4.7, um primeiro de afastamento,
usando a formulag@o ja obtida para este, e um Ultimo de aproximagdo do ponto
final da trajetoéria. De acordo com a formulagio ja discutida em 4.1, obtém-se as
equagdes adicionais (4.45), que representam as continuidades de velocidade e

aceleragdo para os dois pontos extremos de transigéo.

(dx At = 3Ax_ At
k-1;1 1 5 v
(64x% - 4dx - 2dx )At = 6Ax At (4.45)
) k-1 k-1;1 k1 1
X At = 3Ax At
k+2;2 6 5 6 5
(-64x + 2dx + 4dx JAt = -640x At
k+1 k+2 k+2;2° 7 6 6
\
Neste sistema de equagdes, as incégnitas, além de dxk_l'l; dxk_l;

dxk; dx sdo também At1 e At6, num total de sete incégnitas para as

; dx ,
k+2 k+2;2
sete equagdes do sistema formado por (4.42) mais (4.45). Assim, passa-se a ter
equagdes ndo lineares no sistema, o que exige ja uma estratégia diferente na
obtencdo da trajetéria genérica, aqui equacionada para seis trechos, para
solucionar um sistema de equacdes ndo lineares. Tendo em vista o objetivo final
deste trabalho, na busca de formulagdes explicitas para o problema de
planejamento de trajetéria, de forma a viabilizar o seu uso em conjunto com um

sistema de controle em tempo real, esta formulagdo genérica, detalhada na
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presente secgdo, encontra-se em desvantagem, pelo fato de, em primeiro lugar,
necessitar da solugdo de um sistema de equagdes e em segundo lugar, sistema este
que apresenta equagdes ndo lineares, ja que um algoritmo para obter tal solucdo
pode inviabilizar a solugio da trajetéria para seu uso em tempo real. Quando no
entanto é realizada wuma programagdo ‘“off-line", estes aspectos de néo
linearidade e da necessidade de resolver um sistema de equagdes ndo lineares ndo
" € absolutamente critico. Assim, uma trajetéria genérica pode ser solucionada
adotando, em primeiro lugar, uma estratégia de isolar as equag¢des ndo lineares
através do conceito de condensagio estatica [9, 25] e, em segundo lugar,
resolver de modo iterativo, usando o método de Newton-Raphson, o sistema
reduzido de equagdes nio lineares que resulta apés a condensagdo. Solucionado o
sistema nio linear reduzido, volta-se ao sistema linear resultante e este é

resolvido de forma tradicional. A formulacdo detalhada estd no Apéndice 2.
4.4. RESUMO DAS EQUACOES RELEVANTES EM CADA FORMULACAO.

TABELA 4.1. Formulagdo genérica.
DADOS xl; X 3 X3 X3 vnvaeens ; X ;3 t ; At

Solugdo do sistema de equagdes ndo lineares, conforme AZ2.3.

dx =0
11
dx = 34Ax
12 1
dt = dt = At
11 12 1
dx = 3 Ax. At / At
21 1 1 ,
dx = 3 Ax At / At
n2 n n
dt = dt = dt = dt = dt = ..... = At
21 22 31 32 41
dx = 3Ax
nl n
dx =0
n2
dt = dt = At

ni n2 n

/A



TABELA 4.2. Formulagdo de trés trechos.

DADOS : . Ax; t ;3 t ; t;
1 2 3
Ax
Ax1 - 1+ K Atz Ats
At At
At3
Ax3 - Ax1 At
Ax = X - Ax. - Ax
2 1 3
2 sz
dt = [ — At - 3At ] At
21 Ax1 1 2 1
2 sz
dt = [ — At - 3At ] At
22 Ax3 3 2 3

2 2 Atz
dx 9 [Ax Ax_ - 3Ax ———1
21 12 1

2 2 Atz
dx 9 [Ax Ax - 3Ax ———]
3 2 3

22 At
3
dx =0
11
dx = 3Ax
12 1
dt = dt = At
11 12 1
dx = 3Ax
31 3
dx =0
32
dt = dt = At

31 32 3
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TABELA 4.3. Formulagdo de quatro trechos.

DADOS : COX. X3 X3 % 3t At (At
1 1 1 2

At = At )
1’ o 3

3+ |9 + 4 rx1|

At = At
1 2 r
x1
3Ax - Ax
r = 2 3
x1 Ax
1
|9 +4r 1
At = At 37 x4
4 3 r
x4
3Ax_ - Ax
r =_3 2
x4 Ax -
4
dx =0
11
dx = 3Ax
12 1
dt = dt = At
11 12 1
dt = dt = dt = dt = At
21 22 31 32
At2
dx21 =3 Zf: Ax1
Ax
_3 3 1
dX22 = Z (Ax3 + sz) -2‘ AtZ ‘T1
At2
dx31 = 3Ax1 At1
At3
dx32 = 3Ax4 X
» 4
dx = 3Ax ;
41 4
dx =0
42
dt = dt = At
41 42 4

4.5. APLICAGOES DAS TRAJETORIAS FORMULADAS.

Esta secio apresenta a seguir alguns exemplos onde a aplicagio das
formulagdes desenvolvidas anteriormente ¢é detalhada, para situagdes com a
trajetéria desenvolvida para um grau de liberdade, ou entdo para a situagdo de

um manipulador situado no espago cartesiano.
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Este exemplo ilustra o uso da formulagdo de uma trajetéria de trés

trechos, onde se considera uma posi¢do inicial da trajetéria em -200 e a posigdo

final em -350 unidades. Esta trajetéria foi calculada usando um intervalo de

tempo entre cada ponto de 1 segundo, totalizando portanto 3 segundos de

percurso. O resultado foi obtido usando valores de K de 3,0 ;

4,0 e 5,0 , de

forma a tornar claro o efeito sobre a curva de aceleragdo, bem como sobre os

valores limites de velocidade e de aceleracdo.

As figuras 4.8 a 4.10 mostram as curvas resultantes, para os trés

valores adotados para a constante K. A tabela 4.4 mostra o efeito de K sobre os

valores maximos e minimos da velocidade e da aceleragdo .

[Trajutoria PCH 3

! sow
Aceleracao
| | e
S - 3
....................... Ue loc idade
.......................... ~--\-.‘.-......-..--~-
I Pos ioao ................................ -

Figura 4.8 - Curvas de posigdo, velocidade e aceleragdo para uma trajetédria de

trés trechos, com K = 3.

Trajatoria PCH 3
— a0
Rceleracao
1 -~ 2 .. 3
........... l l l
S | e e
g Uelocidade
Posicao e
- _m T e -

Figura 4.9 - Curvas de posigdo, velocidade e aceleragido para uma

trés trechos,com K = 4.

trajetéria de
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Trajntoria PCH 3 -
" =se
Rceleracao
TN
’:"‘ \'\ .
1 2 i} 3
. - T : I e e T 1
www%q\"\\\;_lfﬁf“ Velocidade
........................... — NS
—
~—— Posicao
— -35@ T -

Figura 4.10 - Curvas de posicido, velocidade e aceleragiio para uma trajetéria de

trés trechos,com K = 5.

TABELA 4.4 Valores maximos de velocidade e aceleragdo, para as trajetérias das

figuras 4.8, 4.9 e 4.10.

-1 -2 ’ -2
X v [ s 1 a [s°] a [s 1]
min max min
3 - 90 180 -180
4 -112,5 150 -150
s -145,36 213,27 -213,27

Deve ser observado que a aceleragio maxima da trajetéria passa por um
minimo para K = 4,3 , com um valor de 143,32 s"z, como é discutido no exemplo
6.1. As trajetérias com maior valor de K geram menores aceleragdes iniciais e
finais, aumentando os niveis de aceleragfio no trecho central de movimentagdo.
Este efeito é interessante em situagdes onde se deseja uma maior precisdo de
posicionamento nos pontos extremos da trajetéria, ji que nestes a velocidade é
menor quanto maior for K. A aceleracio maxima, conforme mostrado pelas figuras
4.8 a 4.10, fica fortemente afetada pelo valor de K, permitindo assim uma
adequagdo da trajetéria as peculiaridades do manipulador, quanto & capacidade de

forga ou torque dos atuadores, pela escolha adequada do valor de K.

Exemplo 4.2.

Este exemplo explora o uso da trajetéria de quatro trechos, com os
dados conforme a figura 4.11, resultando nas curvas da figura 4.12, onde o ponto
final da trajetéria corresponde a coordenada 71,84. E de salientar a diferenca

entre At1 de 4,29 s e At4, de 1,69 s, para um At2 de 2,00 s.
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Trajotoria Generica ou Partiocular 7 (G/P) PARTICULAR

Trajotoria dea TREE , QUATRO trechos, tipo 4-3-4 ou 3-5-37 (374/5/6) 4

Ponto inlcial -168

Ponto no. doila ~70

Ponto no. tres -18

Ponrto no. quatro (.-}

Tompo iniclel a

Intervalo da tempo 2
Dolta ¢t 1 4.28991263968776532
Delta ¢t 2 2
Polta ¢ 3 2
Dolta ¢t 4 1.693199956696874
Tompo final 9.9683112596573605
Posicao final 71.84888925982366

A YRAJETORIA POSSUL BIFURCACAO T (B/N)

Figura 4.11 - Dados para as curvas da figura 4.12.

Trajotoria PCH 4
|-{ 109
Posicao
r/’—-—-
Vead
Velocidade ,(\/'
..w"”‘/ // \“\'\
Lo et “;.(_ g .\_“‘_‘-‘—-’ :
429 /5,59 \\g.?_g,,.../’ 10
////// Acelexracao
| came T

Figura 4.12 - Curvas de posigdo , velocidade e aceleragio .
Exemplo 4.3.

Como aplicagio da proposta para o planejamento de trajetérias
genéricas, ¢ usado o manipulador descrito no Apéndice A3, com um comprimento dos
bragos de 1100 mm, 1200 mm e 820 mm, respectivamente para El, 22 e 83. 0

ambiente de trabalho do manipulador é o descrito no Apéndice A3.2.

Para o manipulador exemplo, dentro de sua célula de trabalho,
dese ja-se obter o planejamento de uma trajetéria que corresponda a um segmento
de reta horizontal, simétrico em relacio ao manipulador, onde s&do especificados
sete pontos no espago cartesiano, conforme a Tabela 4.5 logo abaixo. Estes
pontos estdo especificados em relagdo ao sistema de coordenadas do manipulador,

conforme discutido em A3.2.



TABELA 4.5. Coordenadas

PONTO X
1 -1000
2 -900
3 -500
4 0
5 -500
6 900
7 1000

Y

1200

1200

1200

1200

1200

1200

1200

Com os pontos especificados,

VA

1200

1200

1200

1200

1200

1200

1200

S4

cartesianas dos pontos especificados, [mm].

€ realizada a cinemdtica inversa para

cada um dos pontos, pelo uso das expressdes fornecidas em A3.1, fornecendo assim

as coordenadas de junta listadas na Tabela 4.6. Como a trajetéria selecionada é

simétrica em relacdo ao eixo Y, as coordenadas 6
m

terceira juntas, mostraram-se também simétricas,

e 6 y Para a segunda e

como é esperado.

TABELA 4.6. Coordenadas de junta dos pontos especificados, [radl.

PONTO 61
1 2,2655
2 2,2142
3 1,9656
4 1,5708
5 1,1760
6 0,9273
7 0,8761

62
-0, 6062
-0,6417
-0,7391
-0,7792
-0,7391
-0,6417

-0,6062

a3
1, 3984
1,4957
1,7819
1,9141
1,7819
1, 4957

1,3984

0 passo seguinte para obter a trajetéria & agora a montagem e a

solugdo do sistema de equagdes (4.45), onde um resultado de interesse sdo os

intervalos de tempo At1 e At , para cada uma das trés coordenadas de junta. O
n

intervalo de tempo entre cada um dos pontos intermedidrios foi especificado em

0,5 segundos, levando assim a uma duracgdoc da trajetéria de 2,0 segundos, ‘mais os

correspondentes At1 e Atn. A junta com maior At inicial, no caso a junta 2, deve

entdo iniciar o seu movimento alguns instantes antes que as outras juntas, que

tém menores Atr

TABELA 4.7. Intervalos de tempo dos trechos extremos,

61_
At1 0.5532
At 0.5532

ez

03

0.6943 0. 6692

0.6943 0.6692

[segundos].



A figura 4.13 a seguir mostra o resultado
para uma posicdo do observador segundo a diregio do
indice ¢ indiqa que este vetor tem as suas componentes

sistema de coordenadas da célula de trabalho. Outras

S5

da presente trajetéria,
vetor (0,0,l)c, onde o
definidas em relagdo ao

posicdes do observador

geram as imagens da célula de trabalho mostradas na figura 4.14.

PIANEJANENTO DE TRAJETORIAS POR HERHITE

" %
EDR - JANEIRO 1991 - GRAKTE EMC UFSC e e
3 B
OBSERVADOR Na DIRECAC 6.8 6.8 1.8 %
8
4]
8 .
. "‘"'__3"“‘%», o L2
A TSI e
/] °
77 J

.
S

X

Figura 4.13 - Trajetéria retilinea, para o exemplo descrito.

N

Figura 4.14 - Outras vistas da célula de trabalho, com a trajetéria marcada. A

primeira vista é para o observador na diregdo (2;1;2) e a segunda

para o observador na diregio (0;0;1).
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Os valores mostrados de posigdo, velocidade e aceleragdo séo
tragados, assim como para as figuras do tipo anterior, na mesma escala de
valores. Pelas limitag¢des da area da janela grafica, se tem uma informagdo mais
qualitativa, o que em muitas situagdes nd3o é adequado. Deste modo, o sistema
pode fornecer também uma listagem de posicdio, velocidade e aceleragédo, de cada
Junta, em cada instante de tempo, como ilustrado no Apéndice S, tabela AS.3. Na
Jjanela de posigdo fica evidente que a Jjunta 1 inicia o seu movimento alguns

instantes apdés as juntas 2 e 3, pois At1 desta junta é menor, como indica a
tabela 4.7.



CAPITULO 5.

TRAJETORIAS ADAPTATIVAS.

Para o ©problema de planejamento de trajetérias de sistemas
robotizados, um aspecto fundamental nos dias de hoje diz respeito a
possibilidade de redefinir os objetivos do sistema em tempo real, o que
significa que o ponto final da trajetéria é mdvel, seja na sua posi¢do no espago
cartesiano, seja no instante de tempo em que tal ponto devera ser atingido. Para
tal, é necessario fazer uso de formulacdes de trajetdrias adaptativas, onde
tipicamente é possivel considerar duas situagdes basicas em que o objetivo do
sistema & varidvel. Em um primeiro caso ocorre a situacdo onde o objetivo esta
perfeitamente definido em coordenadas cartesianas, mas ndo em coordenadas de
Junta, devido a necessidade da resolugdo da cinemdtica inversa. Assim, em
algoritmos iterativos para resolver a cinemdtica inversa, ocorre a situagdo onde
apés um certo numero de iteracdes a solugio ainda nido convergiu, mas encontra-se
Ja4 em uma vizinhanga da solugdo exata, a qual serd melhor aproximada apdés mals
um certo numero de iteragBes. Neste caso, ¢é perfeitamente vidvel usar uma
solugdo aproximada para a cinematica inversa e definir assim um objetivo também
aproximado, e enquanto a trajetéria para este objetivo é calculada e mesmo
efetuada, novas iteragdes de cinemdtica inversa sfdo executadas e portanto uma
melhor aproximagdo para o objetivo é disponivel. Assim torna-se necessario
redefinir o objetivo da trajetéria por esta nova aproximagdo, exigindo um
planejamento adaptativo da trajetéria. Uma trajetéria adaptativa também &
necessaria em situagdes onde ocorrem mudancas internas no manipulador, do tipo

como a configuragdo, a carga aplicada no efetuador e outros casos.

Outra situacdo em que a trajetéria adaptativa torna-se necesséria ¢
no caso de sistemas inteligentes, que dispSem de sensores de posigdo que
permitem, por exemplo, detectar a posigio de corpos e objetos que se venham a
constituir obstaculos a livre movimentagdio do manipulador. Neste caso um
algoritmo de andlise de obstaculos torna-se necessario para redefinir o objetivo
da trajetéria, de forma a evitar o obstéculo, contornando-o. Assim, quando os
sensores detectam os obstaculos ja durante a movimentagfo do manipulador, é
essencial a adogdo de uma trajetéria adaptativa, a qual deve entdo redefinir o

percursc do manipulador, até a posigdo do novo objetivo.
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5.1. CONCEITO.

De um modo geral, a figura 5.1 ilustra um dos possiveis casos de
trajetéria adaﬁtatiVa, em que uma trajetéria original é tragada, porém ocorre
uma redefinicdo no instante tR, quando ¢ definido o novo objetivo. A bifurcagdo
da trajetéria porém sé ocorre no instante tB, devido a um tempo de retardo tD,
que corresponde ao tempo necessario para processar o algoritmo de analise de
obstaculos, o qual redefine a trajetéria, especificando o novo objetivo, para
calcular a cinematica inversa do novo objetivo e com esta, finalmente,
recalcular a nova trajetéria. Este tempo de retardo corresponde ao tempo de
reagdo do manipulador, ndo devendo ser maior do que algo da ordem de 0,1 a 0,2

s. por exemplo, que é analogo ao tempo de reagdo do ser humano, o qual pode ser

tomado como referéncia.

De modo a viabilizar todo o processamento numérico dentro do tempo de
reagdo , ou seja, tornad-lo compativel com a aplicagdo do manipulador, €

essencial o uso de formulagdes explicitas para os trés itens de cédlculo citados,

quais sejam:

- Algoritmo de andlise de obstaculos: redefine objetivos do manipulador;
- Cinematica inversa do objetivo, definindo-o em coordenadas de junta;

- Célculo da nova trajetéria, a partir do ponto de bifurcagéo.

e

} X(s)

objetivo 2

to
= @)

origem

Figura 5.1 - Trajetéria adaptativa com definiciio do tempo de redefinigado tR,
tempo de retardo tD, tempo de bifurcagdo tB, tempo de aproximagédo

t, e tempo final, t_.
A F
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No presente trabalho é dada énfase ao problema de calculo da
trajetéria de forma explicita, usando tanto as formulagdes discutidas no
Capitulo 4, como as aqui discutidas, na secgdo 5.2. Quanto ao problema da
cinematica inversa, este depende da configuragdo do manipulador e existe na
bibliografia especializada uma consideravel quantidade de estudos. No caso do
manipulador exemplo utilizado neste trabalho, a cinemdtica inversa explicita
estd apresentada no Apéndice 3. No caso em que a solugio explicita nado é
possivel para o manipulador, a melhor solugdo é um processo iterativo, onde a
solucdo ¢é refinada a cada iteragdo, sendo assim empregado um uso recursivo da
solugdo da cinematica, aliando de forma oétima as peculiaridades dos dois

enfoques, para a cinemitica inversa e para o planejamento de trajetéria.
5.2. FORMULACAO.

Para viabilizar o desenvolvimento de uma formulagdo de trajetérias
adaptativas, wutilizando os PCH, ¢é necessario definir as condigdes que a
trajetéria, apdés o ponto de bifurcagio, deve satisfazer. No ponto de bifurcagéo,
quatro variaveis s3o conhecidas, ou seja, Xgs tB; XB; iB, a partir da trajetéria
original. No ponto final da trajetéria, ou seja, no novo objetivo, sé&o
conhecidos também quatro valores, X t; %

FF °F
condigdes no ponto extremo da trajetéria, quando o objetivo é atingido, o uso da

(= 0); ir(= 0). Para satisfazer as

formulagdo definida no Apéndice 2, item A2.1.2, para o ultimo trecho, ou trecho
de aproximagdo, é conveniente, ja& que satisfaz as condigdes de kF =0 e §F = 0.
Para compatibilizar estas condic¢des no ponto de bifurcacio, quanto a posigdo,
tempo, velocidade e aceleragdo, com as mesmas condigdes no ponto de inicio do
trecho de aproximag¢io, ¢é usado um trecho de transicdo, que deve, portanto,
satisfazer as condig¢des iniciais da trajetéria adaptativa e do trecho de
aproximacdo. Para nfo limitar de forma excessiva a possibilidade de ajuste da
nova trajetéria, a fungdo t(s) serda adotada como linear em s, o que elimina o
problema de discussdo da existéncia de t(s). Finalmente, um problema adicional
que surge é quando a nova trajetéria define uma reversdo em relagdo a trajetéria
original. Neste caso a continuidade de aceleragido, que pode ser interpretada
como continuidade de forgca ou de torque do atuador, nd3o necessita ser
satisfeita, pois no caso de uma reversdo de movimento é 1légico que a forga
(torque) do atuador deve mudar de sentido e assim pode-se abrir mdo da

continuidade de aceleracéo.

No ponto inicial da trajetéria adaptativa, as condigdes que devem ser

satisfeitas s3o, portanto, conforme figura 5.2 :
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1
At
1

a =
o

(6A%x - 4dx - 2dx_) (5.2)
1 1 2

Para o ponto final do primeiro trecho, usando as equagdes do Apéndice 1, tem-se

dx2 sz
2 2
1 sz
— (—6Ax1 + 2dx1 + 4dx2) = -6 — (5.4)
At . At
1 2
Da solugdo das equagdes (5.1) a (5.4), chega-se a
2
1 2V° At1 + aoAt1
Ax, =% BE, At (5.5)
X R X
2 2
Ax = Ax - Ax (5.6)
1 2
. - _l_ 64Ax (1+At1/At2)—2V°At1(3+2At1/At2+At2/At1) (5.7)
° 2 2+At /At _+At /At )
At 1 2 2 1

onde se considera conhecidos v ; Ax; At1 e Atz. A figura 5.2 ilustra de forma
[+]

genérica as variaveis wusadas na formulagio de uma trajetéria adaptativa e a

figura 5.3 mostra um exemplo numérico com a trajetéria completa, onde ocorre uma

bifurcagdo no instante tB= 2,0s, com a redefinicio do objetivo, que era de

X = 100, para o novo ponto x = -100, mantendo o tempo final da tréjetéria.
X(s)} |
X3 V=0
LX1
Ci)il
S|
Aty At o

.
JC1 _ tz ts  t(s)
Figura 5.2 - Trajetéria de dois trechos para definir o movimento final em uma

trajetéria adaptativa.
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Figura 5.3 - Trajetéria com bifurcacido em tB = 2s,.

X =
F

-100. A trajetéria original é a da figura S5.5.

redefinindo o objetivo para

Para a implementacdo desta formulagio é necessario que se tenham os

valores de tB, xB; RB( igual a vo), no ponto de bifurcacido, calculando-se AXﬁ

sz; a_ de acordo com (5.5); (5.6) e (5.7). A Tabela 5.1 apresenta um resumo das

equagdes que sdo relevantes.

A figura 5.4 mostra o comportamento da formulagdo quando o objetivo

da trajetéria alternativa coincide com o objetivo da trajetéria original,

evidenciando-se a consisténcia da formulacdo,

reproduz perfeitamente a trajetéria original, mostrada na figura 5.5.

ja& que a trajetpria adaptativa

vTMJ-f.nrlA PCH 2
— 10e JEEUSIREEE——
Velocidade -
- a— --..‘_j:’-:/
- : < ‘\\\\\\h\
9 ’ - ) ""‘--. ~
T 1 2 e 3 4 ™~ __ 5
T T 1 T P
¢ \\ ,,"'/
Posicao \\\/’
foeleraocao
| Jcawe e

Figura 5.4 - Trajetérias adaptativas com objetivos comuns.
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TABELA 5.1 Formulagdo para trajetéria adaptativa.

DADOS : tﬁt;x;xs;x

6Ax (1+At /At )-2v At (3+2At /At _+At_/At )
1772 o 1 1772 T2 T

_ 1
&% T 2¥At /At +At /Bt
At1 1 2 2 1
2
2v At + a At
AxX = _1; o 1 ) 1
6 At At
_i 1 + __1
At2 At2
Ax = Ax - Ax
1 2
dx = X_ At dx_ =3 Ax_ At/ At
1 B 1 2 2 1 2
dt = At dt_ = At
1 1 2 2

fTrajmtoria PCH 3
— 108 P -
Uelocidade '
PR - e
-’I
-~
',‘ R -
-’ e e
e 1 4 e 5
1 T -
..’ﬂ"
fAcelexracaac
,WH"Posioao
-A09 e

Figura §.5 - Trajetéria de referéncia para as figuras 5.3 e 5.4.

5.3. APLICAGOES.

Nesta secgdo é desenvolvido um exemplo para o uso da formulagdo de
trajetérias adaptativas, onde é utilizada a célula de trabalho definida em A3.2.
Este exemplo trata de uma trajetéria que é retilinea, paralela ao eixo X do
sistema de coordenadas do manipulador, a partir da quai é gerada uma trajetoéria
de desvio, conforme ilustram as figuras 5.6 e 5.7. A figura 5.6 mostra a
trajetéria original e a figura 5.7 mostra a trajetéria com os desvios. A figura
5.8 ilustra a mesma situagdo da figura 5.7, para uma nova posigdo do Bbservador.
A Tabela 5.2 mostra os pontos da trajetéria original, em coordenadas
cartesianas, em relagdo ao sistema de coordenadas do manipulador, enquanto que a

Tabela 5.3 fornece os dados que especificam as trajetérias adaptativas geradas.



TABELA 5.2 Coordenadas dos pontos da trajetéria original, [mm].

PONTO 1 2 3
X -1200 ~1100 ;900
Y 1000 1000 1000
Z 1200 1200 1200

TABELA 5.3 Trajetérias adaptativas.

TRAJETORIA 1

TEMPO DE BIFURCACAO
TEMPO DE APROXIMACAO
TEMPO DE CHEGADA

PONTO FINAL

TRAJETORIA 2

TEMPO DE BIFURCACAO
TEMPO DE APROXIMACAO
TEMPO DE CHEGADA

PONTO FINAL

4 5
-600 -300
1000 1000 1000
1200 1200 1200

7 8 9 10 11
300 600 900 1100 1200
1000 1000 1000 1000 1000
1200 1200 1200 1200 1200

1,0

4,0

5,0

300, -400, 1200

2,0

4,0

5,0

1200, 1000, 1200
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EDR

PLANEJAMENTO DE TRAJETORIAS POR HERKITE
- JANEIRO 19391 - GRANTE B UFSC

OBSERVADOR NA DIRECAO

8.8

1.0

8.8

>

Figura 5.6 - Trajetéria retilinea definida por onze pontos.
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| PLANEJAHENT0 DE TRAJETORIAS POR HERKITE
EDR - JANEIRO 1991 — GRANTE EMC UFSC

OBSERVADOR MA DIRECAC 8.8 1.6 9.8

"“'—“——'-—\ R x
Lt 63 .
[ —— e e, —
8y —
m-'—"—b'....-...c-- e——
©,
Y
) .
TR 8y
—N;::: -::v - S
6,
A
) " ,‘.93\
RN .
e —
L)

Figura 5.7 - Trajetéria adaptativa, sobre a trajetéria original da figura 5.6.

PLANEJAMENTO DE TRAJETORIAS POR HERMITE
EDR - JANEIRO 1931 - GRANTE EMC UFSC

OBSERVADOR M@ DIRECA0 2.8 1.8 1.8

- r’/ .......... —
- ——— —— . - o
Y
L2l '“./“'—h - .‘“‘..
A
“-_._..“..--\—FF' . _ ;—-
T

Figura 5.8 - Trajetéria da figura 5.7, vista de outra posigio .
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Para o caso da trajetéria original, figura 5.6, definida por onze
pontos, se vé que o processo de geragdo fornece realmente uma trajetéria que é
retilinea, a menos da resolucdo grafica do video. Para a trajetéria adaptativa,
- figura 5.7, o manipulador inicialmente faz uma trajetéria de desvio e apds uma
trajetéria de retorno ao objetivo original, ponto (1200, 1000, 1200), relativo ao
sistema de coordenadas do manipulador. Nesta trajetédria de retorno ocorre uma
significativa descontinuidade de aceleracdo, nas Jjuntas 1 e 3, podendo isso
trazer problemas em uma aplicacdo pratica, como a excitagdo de modos naturais de

vibragdo do manipulador e consegiiente comprometimento da exatiddo do movimento.



CAPITULO 6.

RESULTADOS COMPARATIVOS.

Este Capitulo tem por objetivo apresentar resultados obtidos com as
diversas formulagdes de trajetérias desenvolvidas com base nos polinémios
cibicos de Hermite e comparar estas com as trajetérias obtidas com uso de
formulagBes existentes na bibliografia, em especial a trajetéria do tipo 4-3-4 e

a do tipo 3-5-3, [12].
Exemplo 6.1.

De forma similar ao exemplo 4.1, aqui é tratada uma Erajetéria que
parte de uma coordenada -200 e atinge o ponto final com uma coordenada de -350,
com uma duragio do movimento de 3 segundos. Neste exemplo foram geradas

trajetérias usando as diferentes formulagdes, como discutido a seguir.
Trajetéria de trés trechos.

Esta trajetéria é calculada para duas situag®es, uma como trajetéria
de movimentagdo, onde os pontos extremos sdo especificados, adotando um valor da
constante K = 4,3, que fornece o menor valor de pico para a aceleragdo. A outra
situagdo é de uma trajetéria de precisdo, com os pontos medios fornecidos, de K=
3,3.

1rajetaoria PCH 3
~a RO
Acelexracao
1 2 3
e L ] I T T—-
................. .“-"L-:.,‘_:_.__” — ...-‘-""-““Ue locidade
Posicad ™ —.____

—{ -ove e e -

Figura 6.1 - Trajetéria PCH - 3 de movimentagdo, K = 4, 3.

A figura 6.1 mostra a trajetéria obtida, quando formulada como

trajetéria de movimentagiio . A figura 6.2 mostra a trajetéria de precisdo, ja
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que agora as coordenadas dos pontos intermediarios foram diretamente
especificadas. Neste Ultimo caso vale ressaltar a duragdo relativa dos trechos
de afastamento e de aproximagdo, quando comparados com o trecho central, com

At = 1,30, At _= 0,40 e At_= 1,30.
1 2 3

Ira jetoria PCH 3
I~ o0
Aoelexracao
/.
1.3 /17 3
............. I/ K I
..... -L/,/___,_,.»- ‘Velocidade
_ o
Posicao Te—~—
| e e .

Figura 6.2 - Trajetéria PCH - 3 de precisdo, K = 3,3.

Trajetéria de quatro trechos.

A trajetéria de quatro trechos foi gerada colocando os cinco pontos
desta trajetéria uniformemente espacados no intervalo de -200 a =330, afastados
no tempo de 0,329 segundos, para os dois pontos centrais. Isto leva a uma
trajetéria com uma duracio total de 3,0015 s. A figura 6.3 mostra as curvas

desta trajetoéria.

Trajmtoria FGI 4
-1 300
chlepaqao
2 e 3
] ] ., ...... l
.m\m%. e o
S
“-'..

[ ~-asa . |

Figura 6.3 - Trajetéria PCH de quatro trechos.
Trajetéria do tipo 4-3-4.
Para este tipo de trajetéria os quatro pontos foram espacados

uniformemente no intervalo de -200 a -350. A duragdo da trajetéria €& de 3

segundos. As curvas obtidas estdo na figura 6.4.
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Trajataria 434
—{ 230

*.. Aceleracao T
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........ I R T 1
............. Uelocidade B
Pos:.isaa‘- ....................................................
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Figura 6.4 - Trajetéria do tipo 4-3-4.

Trajetéria do tipo 3-5-3.

A trajetéria 3-5-3 é calculada exatamente para o mesmo conjunto de

dados da trajetéria 4-3-4, levando as curvas que estio mostradas na figura 6.5.

Trajutorie 353
— 256 i
Aceleracaoc .
Ueloocidade
10 e ” ,
N | — I
s Posi.oio ......................... -

Figura 6.5 - Trajetéria do tipo 3-5-3.

Algumas consideragdes sfio relevantes, quanto as curvas obtidas, bem
como quanto aos valores limites de velocidade e aceleragdo resultantes e ainda o
tempo de processamento para as diferentes formulagdes, no caso tendo como
hardware um microcomputador tipo IBM PC com processador 8086 a 8 MHz e o
software sendo processado no modo interpretado e n3o compilado. Este tempo de
processamento considera os calculos iniciais, de obtengdo dos coeficientes e
constantes que definem os varios polindémios que, por sua vez, formam a
trajetéria. N3o estd considerado no tempo de processamento o tempo de calculo
dos pontos da trajetéria, ja& que estes podem ser calculados simultaneamente com
o0 movimento do manipulador, ou ent@o pré-calculados, quando toda a trajetéria é
descarregada na meméria do sistema de controle do manipulador. A Tabela 6.1

resume os principais dados para cada um dos tipos de trajetéria estudados.
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TABELA 6.1 Alguns dados caracteristicos das diferentes trajetérias.

TIPO DE TRAJETORIA VELOCIDADE MINIMA ACELERACAO MAXIMA TEMPO PROCESSAMENTO
PCH-3 MOVIMENTACAO -121,36 143,32 0,21875
PCH-3 PRECISAO -132, 30 176,80 0,32812
PCH-4 -121,37 159, 64 0,38280
4-3-4 - 86,79 . 156,24 0,44569
3-5-3 -154,88 697,63 0,05468

Das curvas mostradas, figuras 6.1 a 6.5, fica flagrante, nas curvas
de aceleragdo, as formulagdes com polindmios do terceiro grau, onde portanto a
aceleracdo é linear. Para a trajetéria de trés trechos, com polindmios cubicos
de Hermite, embora o trecho central seja também do terceiro grau, apresenta uma
aceleragdo que nio varia linearmente com o tempo, consequéncia de que a fungdo
t(s) neste caso é n3o linear, passando a curva de aceleragdo a ser fungdo da
constante K. Este efeito permite, para uma mesma trajetéria, controlar o valor
da maxima aceleragdo, pela escolha adequada do valor de K. Um ponto importante a
salientar é o pico de aceleragio que surge na trajetéria 3-5-3, que neste caso
leva a velocidade a passar por valores positivos inclusive, figura 6.5. Este
tipo de comportamento é decorréncia direta do uso de um polinémio de quinto grau
para o trecho central. Este tipo de comportamento da aceleragdo leva a problemas
em aplicagdes praticas, sobrecarregando os atuadores, mancais e demais compo-
nentes mecinicos, possibilitando ainda a excitagd3o de alguns modos naturais de
vibragdo do manipulador. A trajetéria 3-5-3 se destaca por um baixo tempo de
processamento inicial dos dados, quase que insignificante, j4 que as expressdes

dos polindmios é que fazem todo o cédlculo pesado, como mostram as expressdes do

Apéndice 4.
Exemplo 6. 2.

A trajetéria deste exemplo considera ainda o caso de apenas um grau
de liberdade, para permitir a comparagdo entre os diferentes tipos de
formulagdo. A trajetéria tem como ponto inicial a coordenada =100, devendo
atingir a posigdo de coordenada 100 apés 4.5 segundos. Estes dados foram usados
pelas diferentes formulagdes, adaptando as coordenadas dos pontos intermediarios
em -90 e 90, para as trajetdrias 4-3-4 e 3-5-3. Para a trajetéria de quatro
trechos, os pontos intermediarios foram =-90, 0 e 90, enquanto que para a
trajetéria genérica, no caso com seis pontos, estes foram -100, -90, -30, 30, 90

e 100. Estes dados forneceram entdo as trajetérias das figuras que seguem.
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Figura 6.6 - Trajetéria de trés trechos, de movimentagdo, K = 3.
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Figura 6.7 - Trajetéria de trés trechos, de movimentagdo, K = 4.
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Figura 6.8 - Trajetéria de trés trechos, de movimentagdo, K = 5.
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Figura 6.9 -~ Trajetéria de trés trechos, de movimentagdo, K = 6.
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Figura 6.10 - Trajetéria de trés trechos, de movimentagdo, K

= 7.
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Figura 6.11 - Trajetéria de trés trechos, de movimentagdo, K

= 8.
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Figura 6.12 - Trajetéria PCH de quatro trechos, com cinco pontos.
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Figura 6.13 - Trajetéria PCH genérica, com seis pontos.
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Figura 6.14 - Trajetéria do tipo 4-3-4.
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Figura 6.15 - Trajetéria do tipo 3-5-3.
TABELA 6.2 Alguns dados caracteristicos das diferentes trajetérias.

TIPO DE TRAJETORIA VELOCIDADE MAXIMA ACELERACAO MAXIMA TEMPO PROCESSAMENTO

s H (s 2] [s]
PCH-3 K = 3 63.16 126,32 0,17187
PCH-3 K = 4 71,12 100,00 0, 26953
PCH-3 K = 5 80, 68 82,76 0,21875
PCH-3 K = 6 90, 89 70,59 0,21875
PCH-3 K = 7 101,70 72,94 0,28125
PCH-3 K = 8 113,26 90, 48 0,27344
PCH-4 83,33 74,07 0,27734
GENERICA 76,97 78,78 0, 60156
4-3-4 90,57 89,14 0,17187
3-5-3 99, 37 78,57 0,05468

Dos dados colocados pela Tabela 6.2, pode-se ver alguns aspectos
interessantes, como por exemplo o fato de que a trajetéria 3-5-3 teve agora um
bom comportamento, com uma curva de aceleragdo similar a da curva da trajetéria
PCH com K = 7, figuras 6.10 e 6.15. Das trajetérias PCH de trés trechos, a que
apresenta menor tempo de processamento é a que tem K = 3, para a qual o trecho
intermediario ¢é percorrido com aceleragdo zero, gerando assim um tipo de
trajetéria que pode ser considerada como "ramp-coast-ramp”, segundo [6]. Deve
ser observado que com K = 3 a trajetéria passa a ter na realidade uma

descontinuidade de aceleragdo, o que n3o ocorre com K > 3.

A trajetéria genérica, no caso definida por seis pontos, é a que
apresenta maior tempo de processamento, pois deve resolver o sistema de equagdes

ndo lineares de forma iterativa, ficando este tempo da ordem de duas e meia
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vezes maior do que o tempo médio das outras formulagdes. Caso a trajetéria
tivesse um maior nuUmero de pontos, o tempo de processamento aumentaria,

decorréncia de um sistema com maior numero de equag¢des.

Neste exemplo a trajetédria do tipo 3-5-3 teve mais uma vez um pequeno
tempo de processamento inicial, decorréncia da estratégia da formulagdo, onde as
expressdes dos polindémios executam todo o calculo, como pode ser depreendido das
' equag¢des mostradas no Apéndice 4, Assim, para verificar o tempo de processamento
da trajetéria propriamente dita, foi obtido o tempo de céalculo da trajetédria,
para a formulagdo PCH - 3, com K = 6, e para a formulagdo 3-5-3, com os dados do
presente exemplo. A trajetéria PCH - 3 conéumiu 24,7734 segundos, para o célculo
de 400 pontos da trajetéria (100 pontos para os trechos extremos e.200 pontos
para o trecho central), enquanto que a trajetéria 3-5-3 necessitou de 36,4887
segundos. Se for descontado o tempo de plotagem, o tempo de calculo puro passa a
ser de 13,7890 e de 25,4922, com uma diferenca de 11,7032 segundos. Assim fica
flagrante a vantagem da trajetéria programada por Hermite, com um tempo de
processamento que é a metade do tempo da trajetéria 3-5-3. Estes tempos devem
ser tratados de uma forma relativa, pois foram obtidos para o software rodando .

no modo interpretado, como comentado no exemplo 6.1,

Para este exemplo vale o mesmo comentario feito no exemplo 4.1, no
que diz respeito & forma de como K afeta o comportamento da trajetéria, em
especial as curvas de aceleracgio. Isto tem efeito direto sobre o comportamento
nos trechos extremos, bem como sobre os picos de aceleragdio que ocorrem no

trecho de movimentacio.



CAPITULO 7.

CONCLUSOES.

Conforme discutido ao 1longo do trabalho, o uso de trajetérias
baseadas em polindémios cubicos de Hermite permite que sejam desenvolvidas
formulagdes de trajetérias de movimentagio, de precisi@o, bem como trajetérias
adaptativas. Um ponto forte da presente formulagio diz respeito & uma solucgdo
explicita para os parémetros e coeficientes que definem a trajetéria, permitindo
assim um processamento da trajetéria em tempo real, aspecto de fundamental
importéncia em sistemas de controle para desvio de obstaculos, para corregio de

posicdo do ponto objetivo e inumeras outras situacgdes.

Em todas as formulagSes apresentadas a trajetéria é descrita em
coordenadas de junta, permitindo que as informagdes geradas sejam diretamente
acessadas pelo sistema de controle, que por sua vez faz o acionamento das
Juntas, através dos atuadores. Esta forma de desenvolver a trajetéria dispensa o
cdlculo da cinemdtica inversa para cada pontblcalculado, 0 que seria necessario

caso a trajetéria fosse planejada em coordenadas cartesianas.

Das comparaéées realizadas se verifica que o comportamento das curvas
de aceleragdo mostra-se muito mais suave nas trajetérias baseadas nos polindmios
cibicos de Hermite do que nas trajetérias do tipo 4-3-4 ou do tipo 3-5-3, devido
ao majior grau de alguns trechos, nestes dois tipos de trajetdoria. Este efeito ¢é

flagrante para a trajetéria do tipo 3-5-3, no exemplo 6.1.

Quanto ao tempo de processamento de cada uma das trajetérias, pode-se
dizer que as trajetérias por Hermite, de trés e quatro trechos, tem o seu tempo
menor do que uma trajetéria do tipo 4-3-4, Tabela 6.1, embora a trajetéria do
tipo 3-5-3 paregca ter um comportamento mais favoravel. Isto no entanto é
decorréncia de que todo o calculo é realizado diretamente pelas expressdes dos
polindmios, tendo assim uma nitida desvantagem, como comentado no exemplo 6.2.
‘Quanto a trajetéria por Hermite para um numero qualquer de pontos, tem um tempo
de processamento substancialmente superior, como é de se esperar, pela

necessidade de solugdo do sistema de equacgdes.

A formulagdo das trajetérias adaptativas mostrou que possui versati-
lidade para atingir o novo ponto objetivo, partindo da posigdo correspondente ao
ponto de bifurcacdo. Esta trajetéria permite assim interessantes aplicacgdes,
como o uso em paralelo com algoritmos iterativos da cinematica inversa,
processando em tempo real. Outra aplicagio é o uso junto a estratégias de

anadlise de obstaculos e de busca de caminho, entre varias outras possibilidades.
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Das trajetérias formuladas com base nos polinémios cubicos de
Hermite, a trajetéria de quatro trechos mostrou-se com uma formulagdo pouco
robusta, pois, depehdendo das coordenadas particulares dos pontos fornecidos,
existe a possibilidade de que ocorra uma singularidade, zerando a variavel T
ou r_., equagdes (4.33) e (4.37), o que leva a intervalos de tempo infinitos
para o trecho de afastamento, (4.32) ou para o trecho de aproximagdo, (4.36),

respectivamente.

Quanto & continuidade da presente linha de trabalho, um primeiro
ponto sugerido é o de formular uma trajetéria adaptativa com mais do que dois
trechos, na tentativa de reduzir o salto de aceleragdo que ocorre em algumas

situagdes.

Um critério adicional que pode ser usado na comparagdo entre as
diferentes formulagdes, para uma dada especificagdo de trajetéria, é quanto a
terceira derivada em relagdo ao tempo, ou "jerk", que corresponde fisicamente a
uma medida da taxa de aplicagdo de carga. Esta medida pode entdo ser
interpretada como a "suavidade" do ‘movimento. Deste modo, uma extensio que
imediatamente ocorre é de uma formﬁlagéo onde se busca, além de uma continuidade
c® ,C1 e Cz, também uma continuidade C3, ou que a descontinuidade eventual em c?

seja limitada a valores estabelecidos.

Um outro ponto de desenvolvimento é o de um sistema de simulagdo de
uma célula de trabalho, com elementos geométricos previamente definidos, onde o
usuirio define a disposigfio destes dentro do espago da célula. Neste ambiente é
simulado um manipulador onde os seus graus de liberdade s&do programados com o
uso de trajetérias como as aqui descritas. Adicionalmente pode ser desenvolvida,
ou adaptada, uma linguagem textual de programag3o do manipulador e de descrigédo

do mejio ambiente.

Outro aspecto de interesse é quanto as consequéncias que um tipo de
trajetéria como o discutido tem sobre o comportamento e desempenho do sistema de
controle, no que diz respeito a sua din3mica e nos erros que se podem
desenvolver. Estes aspectos sfo relevantes, em especial se for considerado que o
manipulador é um sistema eletro-mecénico nio linear, com pardmetros variaveis,

funcio da configuragiio, e ainda com elementos flexiveis.

Finalmente, um ponto ainda de interesse é, por exemplo, a inclusé&o
dos aspectos dinadmicos do manipulador, bem como, ainda, o efeito da
flexibilidade dos seus varios elementos construtivos, fazendo com que a

trajetéria considere de uma forma explicita estes efeitos.
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APENDICE 1.
Al. FORMULAGAO DE TRAJETORIAS.
Al.1. UMA MANEIRA DE OBTER UM POLINGMIO CUBICO DE HERMITE.
Seja um polinémio de terceiro grau em s, na forma :
f(s) =as’ +bs’ +cs+d (A1.1)
e sua primeira derivada, f’(s) :
f'(s) =3as’ +2bs +c (A1.2)
Dese ja-se obter uma nova funcdo polinomial, de terceiro grau, tal que
x(s) = f1(S) x, o+ fz(S) X, * fa(S) x; + f4(s) x; (A1.3)
onde x e x, sdo os valores da fungdo para-s =0 e s =1, respectivamente e X; €

x; sdo suas correspondentes derivadas em relacdo a s. Assim, vem que x(s) deve

satisfazer as condigdes :

Para s = 0, x (s) = X,
X’ (s) = X
Para s = 1, X (s) = X,
X' (s) = X,

Sendo fi(s) na forma de um polindémio em s, para que ocorra x(0) = X

€ necessario que:

f1(0) =1 > d1 =1
fz(O) =0 > d2 =0
f3(0) =0 = d3 =0

]
o
4
Q.

i
o

f4(0)



para x(1) = X, é necessario que:

fl(l) =0
fz(l) =1
£,(1) =0
f4(1) =0

para x’ (0) = x;, é necessario que:

f;(O) =0
f;(O) =0
f;(O) =1
f;(O) =0

para x’ (1) = x;, é necessario que:

f;(l) =0
f;(l) =0
f;(l) =0
f;(l) =1

Resolvendo quanto aos

fx(S) =35
£,(s) =2 s
£(s) = s
f4(s) = g

4 3 4
=3 c =0
1
> c_ =0
2
> c_ =1
3
> c =20
4
2 3a +26b =0
1 1
=3 3a +2b =0
2 2
> 3a_+2b +1=20
3 3
> 3a +2b =1
4 4

valores ainda ndo calculados,

-3 52 + 1

2
+ 3 s

vem :

(Al1.4)
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e portanto x(s) serad dado por:

x(s) = (3s°-3s%+1)x + (-2s°+358%)«x
3 2 3 2 2 (A1.5)
+ (s7 -2 s + s) x; + (87 -s%) x;
ou ainda,
x(s) = X, + (- 2 s + 3 s%) ax
Al.6
(s -2 5%+ s) x; + (s° - s?) x; ( )
onde
Ax = X - x (A1.7)

Al.2. FORMULAGAO DE TRAJETORIAS USANDO OS POLINOMIOS CUBICOS DE HERMITE .

O objetivo da presente secgio é detalhar a formulagdo de uma
trajetéria que usa os polinémios cibicos de Hermite, PCH, em uma representacio
paramétrica, de modo a facilitar o desenvolvimento das varias trajetérias

descritas ao longo do trabalho.

Conforme citado na secgio 3.2, a idéia é a de descrever a trajetéria
usando um PCH para cada coordenada, representada parametricamente, e outro PCH

para o tempo, também representado parametricamente, conforme as equacdes (A1.8)
e (Al1.9).

x(s) X, + AX (_253+352) + dx1 (s3-2s%+s) + dx2 (ss—sz) (A1.8)

1

t(s)

t + At (-25%+3s%) + dt, (s3-25%+s) + dt, (s3-s%)  (A1.9)

Estas expressdes gerais s3o usadas incondicionalmente em todas as
formulagdes de trajetérias que sio desenvolvidas neste trabalho, ¢ que demonstra
a grande potencialidade e versatilidade da formulagio de trajetérias através do
uso dos PCH. Para a formulagio da trajetéria em trechos é fundamental o conceito
de continuidade de posigdo, tempo, velocidade e aceleragdo entre cada dois
trechos consecutivos. A continuidade de posigio e de tempo é imediatamente
obtida fazendo com que a posigio final de um trecho (xz), seja igual a posigdo
inicial do trecho seguinte (xl) e de igual forma quanto ao tempo. J& para a
continuidade de velocidade e de aceleragio a questdo ndo é tdo trivial, ja que ¢
necessario calcular a primeira e a segunda derivada de x em relagdo a t, onde

ambas as fungdes estdo definidas de forma paramétrica. Neste caso, venm :



‘q_x
[

("]

e assim é necessario calcular x

a aceleragdo.

fungdes (Al1.8) e (A1.9).

Ax
Ax
At
At

(-6s° + 6s)
(-12s + 6)
(-6s° + 6s)
(-12s + 6)

Particularizando para o caso em que s =

inicio e fim da trajetéria,

continuidade da velocidade e da

x (0)
»S

x (0)
SS

?

t (0)

t (o)
ss

De modo semelhante para s = 1,

x (1)
S

x (1)
SSs

t s(1)

t (1)
ss

b

Tem-se assim que a velocidade

dx1

X(0) = g~
1

dx2

X(l) = aE—

N

s S s SS S
As equagdes abaixo indicam a primeira e segunda derivadas das

+ dx
1

;s X ;3 t

(6s - 4) + dx2 (6s - 2)
(6s - 4) + dt2 (6s - 2)

0O e para s

de interesse fundamental

aceleragdo, vem, para s = O,

dx
1

6Ax - 4dx -~ 2dx
1 2

dt
1

6At - 4dt, - 2dt
1 2

vem

dx2
-6Ax + 2dx1 + 4dx2

dt2
-6At + 2dt  + 4dt
: 1 2

(Al.10)

(A1.11)

+ dx1(352 - 4s + 1) + dx2 (352 - 2s)

(A1.12)

+ dt1(3s2 - 4s + 1) + dta (3s2 - 2s)
+ dt
1

(A1.13)

para assegurar

(A1.14)

(A1.15)

(A1.16)

(A1.17)

nos pontos extremos da trajetéria é dada por

(Al1.18)
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et para se obter a velocidade e
-1

= 1, que sdo os pontos de

a
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e quanto a aceleragdo, apdés alguma simplificagéo :

dt  (6Ax - 2dx_) - dx. (6At - 2dt))
. 1 2 1 2
x (0)

at
1
(A1.19)

dt_ (-6Ax + 2dx_) - dx_ (-64t + 2dt )
% (1) 2 1 2 1

at>
2

Uma simplificagio que pode ser feita diz respeito a uma

particularizacio de (A1.9), onde se adota

dt1 = dt2 = At (A1.20)
0 que simplifica a formulagiio da trajetéria, bem como facilita a especificacdo
dos pontos que definem esta trajetéria, jai que estio uniformemente espagados no
tempo. Nestas circunstancias, vem: ’

t(s) = t1 + sAt (A1.21)

e assim a fungdo t(s) passa a ser linear. Neste caso as expressdes da aceleragdo

reduzem-se a

6Ax - 4dx. - 2dx
1 2

x (0) = 5 (A1.22)
At
. -6Ax + 2dx1 + 4dx2
x (1) = > (A1.23)
At
e as de velocidade a
dx1
S = —— .24
%(0) X (a1 )
dx2
%(1) = = (A1.25)

Resumindo, para o trecho de afastamento,

dx =0
11

dx
12

3Ax
1



Os indices adotados para dx indicam, em primeiro lugar, o trecho em

andlise, e, em segundo lugar, se primeiro ou segundo ponto do trecho.

Para o trecho de aproximacio,

dx =0
n,2
dx = 34Ax
n,1 n
Ax Axn
; = " 3z = - .
%(0) = 3 AT x(0) 6 >



APENDICE 2.

A2. DESENVOLVIMENTO DETALHADO DA FORMULAGAQ DE TRAJETORIAS.

Neste Apéndice a formulagdo geral mostrada no Apéndice 1, ¢
detalhada e particularizada para cada um dos tipos de trajetérias abordadas
neste trabalho, procurando resolver a trajetéria quanto aos valores de dx e dt,
considerando que sdo especificados normalmente Ax ou At, isto para cada trecho

que irad formar a trajetdéria completa.
A2.1. Trajetéria de trés trechos.

Conforme comentado na secgio 4.1, a trajetéria de trés trechos &
formada por um primeiro trecho, de afastamento do ponto de partida, de um trecho
central de movimentagdo e de um trecho final de aproximagdo ao ponto terminal,
onde nos trechos extremos a fungdo t(s) é utilizada na sua forma linear. As

condigdes que a trajetdéria deve satisfazer nos pontos extremos sdo :

no ponto inicial
xk=0 : (A2.1)
x=0 (A2.2)

no ponto final
k=0 (A2. 3)
Xx=0 (A2.4)

A2.1.1 Trecho de afastamento.

Usando (A2.1), para o primeiro trecho, e considerando que a

velocidade inicial é zero, vem

dx11
—Ff'= 0
11
e portanto
dx =0 (A2.5)

11
Quanto a (A2.2), de acordo com (Al1.22), sendo a aceleragio inicial nula tem-se

6Ax - 2dx
1 12

2 =0
dt
11
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e portanto resulta :

dx_ _ = 3Ax (A2.6)
12 1

Considerando agora a.situaqao onde k(0) = Vo velocidade inicial do

movimento diferente de zero, e x(0) = 0,

dx11
x(0) = At1
e portanto
dx =v_ . At
11 I 1
} 64x, - 4dx = - 2dx
x(0) = >
At
1
2dx._ = 6Ax. - %(0)At? - 4dx
12 1 1 11
dx = 3Ax - 2 v_ At
12 1 ) S

Os valores no fim do intervalo de afastamento passam a ser

3Ax

. I
%(1) = At1 . 2 v,

-640x  + 2v_ At + 4(38x - 2v_At))
1 I 1 1 I 1

x(1) =
at?
1

64x - 6v_At
I 1

x(1) =
At
1

A2.1.2 Trecho de aproximagio.

Quanto ao udltimo trecho, de modo similar ao feito para o trecho de

afastamento, vem :

dx._ =0 (A2.7)
32

e para a aceleracgido, de acordo com (Al1.16), venm :

-6Ax_ + 2dx
3 31=0

dt®
32



e portanto :
dx_ = 3Ax
31 3
ficando assim perfeitamente definidos os dois trechos

se aplica.

Para a condigdo agora em que Xx(1) = Ve

trajetéria, e x(1) = 0,

dxnz
x(1) = 57—
n
e assim venm :
dx = v At
n2 F n
" -6Ax + 2dx . 4dxn2
x(1) = “2
’ At
n
2dx = x(1) At? + 6Ax - 4dx
nl n n n2
dx = 30x - 2 v_ At
nil n F n

Os valores no inicio do intervalo de aproximagido séo :

. 3Ax
x(0) : - 2v
At
n

F

6Ax - 4 (380x - 2v At ) - 2v At
- n n F n F n
x(0)

'Ata

n

) 6 vAt -6 Ax
X(O) n n

At °

n

A2.1.3 Trecho de movimentacio.

Quanto ao trecho central de movimentacio,

88

(A2.8)

extremos, ja que (A1.13)

, velocidade final da

este fica definido pelas

condigdes de continuidade de velocidade e de aceleracio nos pontos de transigdo.

Esta continuidade no ponto final do primeiro trecho leva a:
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velocidade final do primeiro trecho

3 1 21 A (A2.9)

onde Ax1 e At1 se referem ao primeiro trecho e dx21 e dt21 sdo parametros da

representagdo de x(t) para o segundo trecho, no primeiro ponto deste, fig. A2.1.

dxi2
3

dtaz
d Xa

dxg, dxa; axe:ls

dtaz

Figura A2.1 - Trajetéria de trés trechos.

Quanto & continuidade de aceleragdo, para o trecho inicial vem :

e para o trecho de movimentagfdo, no primeiro ponto,

dt21(6Ax2—2dX22) - dx21 (6At2—2dt22)

X = 3
dt
21

onde Ax2 e At2 referem-se ao segundo trecho e dx22; dt22 referem-se ao segundo

ponto do segundo trecho. A continuidade de aceleracdo exige portanto que :

Ax dt_ (6Ax_-2dx__) - dx_ (6 At_-2dt_)
1 21 2 22 21 2

6 — = 22 (A2.10)
Atf at>

21
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Raciocinando de forma andloga para o outro ponto de transigdo, as

condigbes de continuidade levam as equagdes

dx22 Ax3
e 3KE_ (A2.11)
22 3
dtzz(—éAx2+2dx ) - dx_ (-6 At +2dt ) - Ax3
2 22 G —, (A2.12)
dt3 At
22 3

As equacgdes (A2.9) a (A2.12) formam um sistema de equagdes em dxzﬁ

dx_; dt_; dt__. Usando (A2.9) e (A2.11) para isolar dx_ e dx__ e substituindo
22 21 22 21 22
em (A2.10) e (A2.12), vem:
{
> Ax1 Ax3 Ax1
6dt21 — = 6Ax2 - GKE_ dt22 -3 AT (6At2 - Zdtzz)
At 3 1
d 1 _ (A2.13)
2 AX3 Ax1 AX3
6dt21 — = 6Ax2 - 6K€— dt21 -3 AT (6At2 - 2dt21)
At3 1 3
\

Reagrupando os termos das equagdes do sistema (A2.13), chega-se ao
sistema (A2.14)

.
, Bx 'Ax3 Axl‘ Ax |
At} — +dt |5z - g | - A%, * 3 g At, =0
At 3 1 1
1 \ J
< .
, Ax, ’Axl Ax3W Ax,
At 3 Y94, laT T En| T & v 3 Er A%
At L 1 3 3
\ 3 J
ou entdo, na forma :
2
Cdt°+ Bdt + A=0
21 22
Fdt’+Edt +D=0 (A2.14)
22 21

com evidente definigdo das constantes A, B, C, D, E e F.

A solugdo deste sistema, embora apenas de duas incégnitas, ndo é

trivial j4 que as equagdes sdo nido lineares. Para viabilizar a solugdo do
sistema, de forma simples e elegante, o mesmo pode ter as suas equagdes

desacopladas desde que:
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Ax Ax
1

3
== .15
At1 At (A2.15)

w

o que fisicamente significa que a velocidade média no trecho inicial deve ser

igual a velocidade média no trecho final, uma condigio facilmente obtida.

Com a condicdo (A2.15) satisfeita, o sistema reduz-se a duas

equagdes do segundo grau, em dt21 e dt22

> Ax1 Ax1
—_— - - = .16
dt21 > sz + 3 At At2 0 (A2 )
At 1
1
5 Ax3 Ax3
_= - —_ = .17
dt22 > sz + 3 AT At2 0 (A2.17)
At3 3

, —
Ax At
_ J 1 1 (A2.18)
at,, = [sz -3t Atz] [Ax ]
1 1
' J A At
X
_ 3 3 (A2.19)
dtzz - [sz -3 At Atz] [Ax ]

ou, entdo,

dt_ = v -A/C

21

dt_ =v -D/F

22

Para a existéncia da solugdo, ou seja, que dt21 e dt sejam

22
definidos e positivos, de modo a assegurar a existéncia da fungdo t(s)
crescente, é necessirio, primeiro, que existam os intervalos Ax1 e Ax3, ou seja,

sejam diferentes de zero e em segundo lugar, que, para a equacgio (A2.18),

. .
i =3 T (A2.20)
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De forma semelhante, para assegurar a solugdo de (A2.19) é necessirio

que :
(A2.21)

e ja que para chegar a solugdo a equagio (A2.15) foi ufilizada, entdo a condigdo
(A2.20) leva de imediato a4 condicdc (A2.21). Em termos praticos, (A2.20) e
(AZ.Z;) representam a exigéncia de que a velocidade média no trecho de
movimentacgio seja ao menos trés vezes maior do que a velocidade média nos

trechos de afastamento e de aproximagio e de um modo geral é possivel escrever :

2 _ 1

AT K At (A2.22)
2 1

K=3

Reescrevendo as equagdes (A2.18) e (A2.19), a solugdo da trajetéria é

portanto obtida como

j Bx, At, 1

dt_ = At W "3 (A2.23)
: 1 1
J sz At2 1

dt22 = At3 - A—x3- - 3 K-E; (A2.24)

emquanto que, usando (A2.9), (A2.11), (A2.23) e (A2.24), resulta :

sz At, 1
dX21 = 3AX1 L K -3 F (AZ. 25)
1 1
J Ax2 At;j
dx22 = 3AX3 A_X3 -3 A_t3 . (AZ- 26)

ficando assim totalmente especificado o segundo trecho em fungdo das condigdes

de continuidade de velocidade e acelerac¢io nos seus pontos extremos.

Os valores de Axl; sz; Ax3; Atl; At2 e At3 sdo calculados
preliminarmente com a especificagiio de valores globais, como por exemplo Ax e At
entre o ponto de partida e o ponto de chegada (ponto 1 e 4, figura A2.1). Usando
(A2.15) e (A2.22), juntamente com um valor especifico de K, obtém-se os dados
necessarios para (A2.23) a (A2.26). Assim, conhecidos Ax e At1; At2 e At3, bem

como
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Ax  + Ax_ + Ax_ = Ax (A2.27)
1 2 3

€ possivel escrever :

At2 At3
AX1+AX1k'AT‘+AX1‘A—t—=AX
1 1
e isolando Axf
_ Ax
Ax1 = Atg At3 (A2.28)
V+kg *ac
1 1

Quanto a sz e Ax3, s3o calculados através do uso de (A2.15) e

(A2.27). No caso em que forem especificados Axl; sz; Ax3 e At, ja que

At + At_ + At_ = At : (A2.29)
1 2 3

os intervalos de tempo podem ser obtidos com o uso de (A2.15) e (A2.22), como

1 sz Ax3
At1 + At1 % i + At1 x = At
1 1
Isolando At1’
At
= 2.30
At1 ) sz Ax3 (A2.30)
L+ K Bx. ' Bx
1 1

e At2 e At3 sio calculados com o uso de (A2.15) e (A2.22). Assim, dependendo da

aplicagdo, usa-se (A2.28) quando é necessario especificar At1; At _; At3 e

2
calcular Axl; sz; Ax3, ou de modo inverso para o uso de (A2.30), calculando-se

At ; At_ e At_.
1 2 3
A2.2. Trajetéria de quatro trechos.

Uma uma formulagdo para um maior numero de pontos no espago, € de
uma trajetéria de quatro trechos, onde além dos pontos extremos mais trés pontos
intermediarios s&o fornecidos, definindo assim dois trechos de movimentagdo,
além dos trechos extremos de afastamento e de aproximagdo. Esta formulagdo
permite um melhor controle sobre o trecho de movimentagio, possibilitando assim
0 seu uso como trajetéria de precisfio, com a alocagio adequada dos pontos

intermediirios. Esta formulacio se opde a trajetéria de trés trechos, onde
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tipicamente apenas os pontos extremos sdo definidos, o que a caracteriza como
uma trajetéria de movimentagdo ou trans- porte apenas. Nesta formulagdo todos os
trechos sé@o considerados com t(s) linear, o que viabiliza a formulagdo e elimina
o problema de verificagdo da existéncia da fungio t(s), conforme discutido nos

itens 3.3 e 4.1, levando as equagdes (4.24) e (4.25).

A figura A2.2 mostra o esquema de uma trajetdéria de quatro trechos,

com a especificagdo das variaveis usadas.

: 4 dby
drge 97 dag
3
5

dt2z 3 disy dxgy

dxy0

dtap
P
2 dty, dxap

Figura A2.2 - Trajetéria de quatro trechos.

Nesta formulagdo as condigdes extremas nos pontos 1 e 5 continuam as
mesmas discutidas em A2.1 e portanto as equagdes (A2.5), (A2.6), (A2.7) e (A2.8)
se aplicam para os trechos extremos, devendo-se usar Ax1 em (A2.6) e Ax4 em
(A2.8). No calculo de dx e dt para os trechos intermedidrios, ¢ necessario
considerar a continuidade de velocidade e de aceleragdo nos pontos 2; 3 e 4. As

condigdes de continuidade no ponto 2 levam as equacdes :

Ax dx
3..1=__2 (A2.31)
At At
1 2
Ax1 1
6 — T (6Ax2 - 4dx21 - 2dx22) (A2.32)
At At
1 2
Ja& que, como t(s) é linear, ocorre dt21 = dt22 = Atz. Para a continuidade de
velocidade no ponto 3 tem-se as equacdes
d dx
22 . _3 (A2.33)
At At
2 3
L (-6Ax_ + 2dx_ + 4dx_) = L (6Ax_ - 4dx_ - 2dx__) (A2.34)
2 2 21 22 2 3 31 33
At2 At3
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Finalmente para a transicio entre o trecho 3 e o trecho 4, no ponto
4, venm

dx32 Ax4
= 3 T (A2.35)
3 4
1 Ax4
— (-6Ax_ + 2dx 4+ 4dx ) = - 6 — (A2.36)
2 3 31 32 At
At3 4

Uma consideragdo adicional que é feita nesta formulagdo, de forma a
viabilizar a sua solugio explicita, é a de que os intervalos de tempo nos dois

trechos centrais de movimentagdo sejam iguais, ou seja,

At_ = At {A2.37)
2 3

Isolando os valores de dx das equagdes (A2.31) e (A2.35), e

substituindo nas equag¢des de continuidade de aceleragdo, (A2.32); (A2.34) e
(A2.36), resulta :

Ax1 1 At2
6 — = — (68x - 12 X Ax1 - 2dx22) (A2.38)
At? At 2 1
2
1 Atz 1 Ats
— [—6Ax2 + 65?_ Ax1 + 4dx22) = — (6Ax3— 4dx31-6 AT Ax4](A2.39)
At 1 At 4
2 3
Ax4 1 At3
6 —— = " (6Ax - 2dx - 12 — Ax ) (A2.40)
Ati Atz 3 31 At4 4

Isolando dx31 de (A2.33) e substituindo em (A2.38) a (A2.40), resulta :

5 Ax1 Ax1
At2 . 6-—5 + At2 .12 3T + 2dx22 - 6 sz =0 (A2.41)
At 1
1
5 Ax4 Ax
At . e—2 + At . 12 —2 +2dx_ -6 B8x_ =0 (A2.42)
2 2 At 22 3
At 4
At, At2
64x, - 4dx_ - 63?4 bx, | + |6bx, - 6Ax Z’t'; - 4dx | =0 (A2.43)

onde ja fol considerado At2 = At3. A equagdo (A2.43) pode ser escrita como :



Ax4 Ax1
Isolando dx22 desta equagdo, vem :
3 Ax4 Ax1
dx__ = i sz + Ax3 - At2 ZE: AT (A2.45)

)
[ (Ax ax Y ]
A2 8 ax - 3ax - At |—2+ 1 | + At at 12 ax + At%6 Ax = O
1 4 3 2 2 At At 1 2 1 2 1
L. \4 11.
<
[ (AX Ax ) ]
a2 8 lax - 3ax - At |—2 + —1| | + At At 12 Ax + At%6 Ax = O
4 4 2 3 2 At4 At1 4 2 4 2 4
L. \ .
\

(A2.46)
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De forma similar ao item A2.1, o sistema de equagles representado

por (A2.46) pode ser desacoplado fazendo

Ax1 Ax4
—_— = = .47
it it (A2.47)
1 4
e assim (A2.46) passam a ser, apdés algumas manipulagdes,
2 [3 1 [ ? 6 1.4
AtT |5 (Ax_ - 3Bx_ )| + At [9 At ax ] + [AT 6 4x | = O (A2.48)
1 |2 3 27 1 21 B 1]
at? -3 (Aax_ - 3Ax )- + At [9 At Ax ] + -6 At® Ax - =0 (A2.49)
4 |2 2 37 4 2 4 i 2 4

A solugdo de (A2.48) leva a expressio :

3749 + 4(3Ax2— Axa)/AxlI
(3Ax_ - Ax_)/Ax
2 3 1

At = At
1 2

e para que At1 seja positivo, é légico que se deve adotar apenas a raiz obtida

com o sinal positivo; usando a nomeclatura:
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3Ax_ - Ax
2 3

r =< > (A2.50)
x1 Ax1

a solugdo quanto a At1 passa a ser :

At 3 +| 9 + ar |
1= . x1 (A2.51)
2 x1

Por outro lado, a solugio da equagdo (A2.49) quanto a At4, leva a

expressao :

3+ 49 + 4(30x_ - Ax_)/Ax |

3 2 4
2 (3Ax_ - Ax_)/Ax
3 2 4

At = At
4

e, também, para que At4 seja um acréscimo de tempo positivo, apenas a raiz

7

calculada com o sinal positivo é relevante; assim a solugdo de At4 é :

At 3+ |9 +4r |
4 x4

- - (A2.52)
2 x4
onde foi usada a notagido :
3Ax3 - sz
I‘x4 = T———- (A2.53)

4

Adicionalmente, deve ser satisfeita a condigdo de desacoplamento

(A2.47) , o que é feito com o uso de (A2.51) e (A2.52),'que leva a :

- AX
1
Ax

s}

3+ |9 + 4r |

= x4 x1
r

4 x1 3 + |9 +4r |

x4

e pode ser colocada na forma :

2

1+ Jl + 4rx1/9 -1 -1 (A2.54)

340%_ - Ax
3 2
30x_ - Ax
2 3

]
|
#=] O

x4

Assim, dados Ax ; Ax e AOx, (A2.54) e (A2.53) permitem calcular Ax,

de modo a satisfazer (A2.47).

No caso da trajetéria de quatro trechos apresentar uma reversdo, onde
o segundo trecho de movimentagdo é de sentido oposto ao do primeiro, o sistema

(A2.46) continua valido e pode ser desacoplado usando Axl/At1 = -Ax4/At4,
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levando como resultado, quanto a At1 e At4,

At |16 +4r |
1 4 + x1

= (A2.55)
At r

2 x1
At |16 +4r |
_4_ 4+ x4 (A2.56)
At r

2 x4

com r er. dados ainda por (A2.50) e (A2.53) respectivamente. De modo a
X
garantir a nova condigio de desacoplamento de (A2.46), que leva a solugldo para a

trajetéria com reversio, chega-se a

2

3Ax3 - Ax2
r =4 — =11 + Jl + rx1/4 + 1] -1 (A2.57)

x4 3Ax_ - Ax
2 3

equagdo que permite, dados Axl; sz e Ax3, obter Ax4 de modo a desacoplar
(A2.46) e também obter (A2.55) e (A2.56), de forma coerente. Cabe observar que a
solugdo acima pode vir a apresentar problemas, pela possibilidade de que r, ¢

rx4 se anulem, dependendo dos valores de sz e Axi
A2.3. Trajetéria genérica.

Para o planejamento de uma trajetéria usando os PCH, com um nimero
qualquer de pontos, é necessario considerar uma sequéncia de trechos, como
ilustrado na figura A2.3, onde cada um tem sua prépria fungdo x(s) e t(s).
Quanto a fungédo t(s), esta é aqui tratada como sendo linear, de modo a, em
primeiro lugar,simplificar o equacionamento, usando (A1.15) e (Al1.16) para o
cdlculo das aceleragdes, e em segundo lugar, eliminar a necessidade.de verificar

as condigdes de existéncia de t(s), desde que Ati se ja positivo.

Figura A2.3 - Trajetoéria genérica, com quatro trechos consecutivos.
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A continuidade de velocidade entre dois trechos consecutivos, como
k-1 e k, considerando adicionalmente que os pontos estdo igualmente afastados no
tempo, ou seja, Ati= cte = At, pode ser escrita como

dx
k—1;2 k;1

Atk_1 Atk

e em consequéncia do afastamento uniforme no tempo entre pontos consecutivos,

resulta :

dx, = dx (A2.58)

Assim, em um dado ponto, dx é igual, quando se‘considera o trecho a
esquerda e o trecho a direita, passando a ser assim uma caracteristica do ponto
e ndo do trecho. Deste modo, para simplificar um pouco a notagdo, esta sera
alterada quanto & designac3o de dx, adotando-se dxk para o ponto inicial do
trecho k e portanto dxk+1 para o ponto final deste.mesmo trecho, porém inicial
do trecho k + 1, como mostra a figura A2.4. Nos pontos extremos a notagdo normal
¢ mantida, pois ndo é possivel assegurar que (A2.58) seja valida, jia que depende

da formulag8o dos trechos extremos aos considerados.

2

Quanto a continuidade de aceleragido, esta pode ser entfo escrita, para

a transicgdo k-1; k, como :

-6Ax + 2dx + 4dx 6Ax - 4dx - 2dx
k-1 k-1;1 ko _ k k k+1
at? At2
k-1 k
que pode ser simplificada, considerando que Atk_1 = Atk » para :

-6 = -— -
Axk_1 + 2dxk + 4d?<k 6Axk 4dxk 2dxk*1 (A2.59)

-1

dX py0.2

dx 42

Figura A2.4 - Notagio simplificada para dx no caso de intervalos

com igual amplitude At.
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De forma similar, & possivel escrever para as transic¢des nos outros

pontos, como entre o trecho k e o trecho k + 1,
-6Ax  + 2dx + 4dx = 6Ax - 4dx - 2dx (A2.60)
k k k+1 k+1 k+1 k+2
Para a transigdo entre o trecho k + 1 e o trecho k + 2, tem - se :

-6Ax + 2dx + 4dx = 64X - 4dx - 2dx (A2.61)
k+1 k+1 k+2 k k k+ .

+2 +2

As equagles (A2.59) a (A2.61) podem ser reescritas e formam na

realidade um sistema de equacgdes como (A2.62)

r

2dx + 8dx + 2dx
k k

k=151 6(ax _ + Ax )

+1

2dx + 8dx + 2dx 6(Ax + Ax )
Kk k+1 k _ k

+2 k+1

2dx + 8dx + 2dx
k k+2

+1

6(Ax + Ax )
K

k+2;2 +1 k+2

(A2.62)

Neste sistema de equagdes os termos extremos, dxk_i.1 e dxkﬁ?z’ sdo
b ’

0s termos que permitem o acoplamento com o restante da trajetéria, e devem ser
obtidos pelas condiges de continuidade de velocidade naqueles pontos, sendo

neles a velocidade dada por :

dxk 151
. = ~1; .63
xk-l;l Y (A2.63)
k—1
dxk+2'2
: = "= .64
Xk+2;2 X2 (A2 )
k+2

A compatibilidade de aceleragio nestes pontos extremos deve ser
suprida pelos trechos externos, através da definigio de valores adequados para
dx e dt, ja que a trajetéria, nos quatro trechos da figura A2.4, esta

perfeitamente definida, através de (A2.62) e das equagdes (A2.63) e (A2.64).

De modo a exemplificar o procedimento de acoplamento com os trechos
externos, estes serdo considerados como trechos terminais, um primeiro de
afastamento, usando a formulagio descrita em A2.1 e o Ultimo de aproximagdo,
formando assim uma trajetéria com seis trechos no total, ou seja, com quatro
trechos de movimentagdo. Conforme visto na secgdo A2.1, para o trecho de
afastamento, as condigdes no seu ponto final, ou seja, no seu ponto de

acoplamento, vem
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3Ax1

1

. Ax1
x(1) = 6——5 (A2.66)

At1

De forma similar, para o primeiro ponto do trecho de aproximagio,

Ax6
%(0) = 3 X (A2.67)
6
. Ax6
x(0) = -6 — (A2.68)
At6

onde esta notagdo para o uUltimo trecho foi mudada, Jja que a trajetéria

considerada como exemplo é de seis trechos.

Quanto aos pontos extremos dos trechos de movimentagdo, para o

primeiro ponto, vem

dxk-1-1
k-1
. 64x o Adx - 2dx
x(0) = 5 - (A2.70)
At
k-1
e para o Ultimo ponto dos trechos de movimentacio,
xk+2'2
X(l) = T (A2.71)
k+2
. —6Axk 5 + 2dxk 5 +’4dxk 5.2
x(1) = M . s bt (A2.72)
At
k+2

Igualando as expressdes de velocidade e de aceleragdo nos citados

pontos extremos, com a velocidade e aceleragdo do trecho de afastamento, resulta

Ax1 dx22
3 KT: = At2 (A2.73)

Ax 6Ax - 4dx - 2dx
2 21 3

At At
1
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_ bem como, para a continuidade com o trecho de aproximagao,

Ax6 dxsz
3 AT - AT (A2.74)
6 5
Ax -6Ax_ + 2dx_ + 4dx
-6 5 - 3 5 52
At at?
6 5

onde fol considerado que a trajetéria é de seis trechos.

Passa-se assim a ter sete equagdes, trés do sistema (A2.62) e
mais quatro (A2.73) e (A2.74), onde as incégnitas, em (A2.62) sé&o dxzﬁ dx3;
dx4; dx5 e dx52 e as incégnitas em (A2.73) e (A3.74) podem ser selecionadas como
Axl; Ax6 ou Atl; At6, confor- me a situaglio especifica. De um modo geral a
escolha légica é adotar At1 e At6 como incégnitas, pois Ax1 e Ax6 especificam o
ponto de partida e o ponto de chegada. Assim, tratando At1 e At6 como novas
incégnitas, existem assim sete incégnitas para as sete equagdes, onde
reescrevendo (A2.73) e (A2.74), tem-se, além das equagdes de (A2.62), mais as

quatro equagdes seguintes:

r

dx At
1

3Ax. At
21 1 2

(6Ax_ - 4dx_ - 2dx ) At® 6Ax  At°
2 21 3 1 1 2

dx At
6

3Ax At (A2.75)
52 6 S

(-6Ax_ + 2dx_ + 4dx__ )At? -6Ax_ At°
S S 52 6 6 )

\

Deste modo, o sistema formado pelo conjunto de equagdes (A2.62) mais
(A2.75) passa a ser um sistema com sete equagdes, com a peculiaridade de que
quatro destas s3o n3o lineares. A presenga destas equagdes ndo lineares exige
uma estratégia especifica na solugdo da trajetéria, o que compromete assim o
objetivo final que é o de uma formulagio explicita, que viabilize o uso de forma
acoplada com um sistema de controle em tempo real. Deste modo, a formulagdo de
uma trajetéria genérica, aqui deduzida e apdés particularizada para seis trechos,
ndo é uma forte candidata a ser empregada junto a sistemas de manipuladores com
controles em tempo real e em trajetérias adaptativas, a menos que um algoritmo
suficientemente rapido viabilize a solugio dos parametros que definem
univocamente a trajetéria. Para o caso de uma programagdo off line, no entanto,

esta formulagdo n3io fica comprometida e portanto a solugdo deve ser detalhada.

Assim, a formulagdo completa de uma trajetéria genérica, com um ndmero
qualquer de pontos, é dada pelo sistema de equagdes abaixo, onde quatro equagdes

sdo ndo lineares. Para a resolugdo deste sistema, um procedimento especifico fol
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desenvolvido, adaptado aos detalhes conforme descrito a seguir. O sistema de

equagdes tem a forma

{
dx At T =3 Ax At
21 1 1
(6Ax. - 4dx__ - 2dx_ ) At> = 60x At
2 21 3 1 1
|2dx + 8dx + 2dx = 6(Ax_ + Ax )
21 3 4 2 3
2dx3 + 8dx4 + 2dx5 = 6(Ax3 + Ax4) (A2.76)
) .
2de_2 + 8de_1 + ZdXN’2 = 6(AxN_2 + Axn—1)
(60x  + 4dx - 2dx. ) At? = eax  at?
N-1 N-1,7 N- N N
dx At = 34Ax_ At
N-1,2 N , N

sendo At e Axi dados da trajetéria e Atl; At dxi as incégnitas a determinar

N
para definir analiticamente as equagdes dos varios trechos que formam a
trajetéria. Assim, as primeiras duas e as ultimas duas equagbSes sdo ndo
lineares, enquanto que as restantes formam um subsistema linear. A estratégia
adotada na solugdo é de, em primeiro lugar, 1isolar dx21 e dqu’y
substituindo-os nas outras equagdes, passando, assim, o sistema a ser

,
6AX T> + 12Ax. T + 2dx = 6Ax
11 11 3 2
6Ax T + 8dx - 2dx = 6(Ax_ + Ax_)
171 3 4 2 3
(A2.77)
2dx_  +8dx +2dx =6(Ax_ +Ax )
3 . a 5 3 4
4 .
6Ax T +2dx +8dx =6(Ax _+ Ax_ )
NN N-2 N- N-2 N-1
6Ax_To+12Ax T +2dx =6Ax
N N NN N- N-1
\
mais as equagdes
dx_ = 340x. T
2,1 11
dx = 30x. T
N-1,2 NN
(A2.78)
T = At/At
1 1
T = At/At
N N

O sistema, <colocado na forma matricial, fica, apés algumas



manipulagdes algébricas,

h {
6Ax  (2+T ) 0 2 0 0...0 T )
1 1 1
0 6Ax (2+t.) O O 0...2 T
N N n
6Ax1 0] 8 2 0...2 dx
0 0 2 8 2...0] { dx 3 =
0 0 0 0 0...2 dx
N-2
0 6Ax 0 0 0...8 dx
L N ] U n-1)
Colocando desta forma,
um particionamento do sistema, isolando as duas
restantes, na forma
A u C
11 12 1 1
A A u C
21 22 2 2
onde
6Ax1 {2 + rl) 0
1 0 6% (2+1)
N N
8 0 0
A =12 2 e 0
22
O ... 2
0 0
- 1
2 0 O ..., 0
A =
12
0 0 L0 2
L i

104

(A2.79)

torna-se evidente a conveniéncia de realizar

primeiras equagdes das

(A2.80)

(A2.81)

(A2.82)

(A2.83)
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6Ax1 0
A2.84
o 0 ( )
21
0 6Ax
-3 4-
,
T
1
u1 = < (A2-85)
T
L 2
{ 3
dx
3
uz = M (A2.86)
dx
\ N‘]‘/
)
Ax2
C1 =6 . (A2.87)
Ax
N-1]
Ax + AxX

A solugdo do sistema pode entdo ser dada, inicialmente, pela solugdo

da parte ndo linear, obtida, a partir de (A2.80), como

u o+ u = C
11 1 12 2 1
A u + u = C
21 1 22 2 2
Da segunda equacgio,
u = C_ - u
22 2 2 21 1

2 22
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Substituindo agora na primeira equagio,

n Y v AL AL - A, wl=¢C
ou
u - -1 u =C -A_Alc
11 1 12 22 21 1 1 12 22 2

e reagrupando,

~1 -1
- = - A_C
[All A12 A22 AZI] ul Cl A12 22 2

obtém-se o sistema equivalente :
A u =C (A2.89)
1

Este sistema de duas equagdes contém toda a parte ndo linear, que requer agora
um procedimento iterativo para a sua solugdo, o que é feito com o uso do Método

de Newton-Raphson, conforme referéncias [7], [9] -e [40].

Seja um sistema ndo linear :

onde Bij é uma matriz, Mj é o vetor incdgnita e Fi é o vetor excitagdo.
Definindo o residuo RV

RU)=B U -F
i 1§ j i
vem, no vetor solugio,
Ri(U) =0

Pela expansio em Taylor, mantendo apenas os termos lineares,

. , 9 [Ri(IUO) .
= = -u =0
R (U) = R (U + AU) R (U7) + a«uj (tuj ; )
ou
, OR wW°) .
lRi((U ) + —a—qu— (lUj - [Uj ) =0

onde tem-se:
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8 R (U
._i— = J
au i
3 3

que é a matriz jacobiana do problema. Substituindo J na expresdo acima,

] ] 0
R W) +J U -Uu =0
i( ) 1] ( J 3 )

R (L) = J?J (tu‘j’ -v)
W -u = (J‘:J ! lRl((Uo)
v, = tu‘}’ - (Jl?j )" R (W)
Para uma iteragido r + 1,
Ut =0t - ()T R WD) (A2.90)
3 B ij i

2

Assim, o processo iterativo descrito pela equagdo (A2.90) é repetido

. . r . ~ Lo
até que o residuo R(U' ) seja tdo pequeno quanto necessario.

Obtendo a solugdo do subsistema nio linear, é possivel retornar ao
sistema particionado e buscar a solugdo da parte linear, na forma que segue.

Substituindo u da solugdo da parte ndo linear,

A u +A u =°¢C
21 1 22 2 2

Isolando u2,

(=]
[\
[
>
[
[\ ]
(@}
[\
I
>
[\
&4
[
—

u =A_C (A2.91)

Assim, determinado ui, por Newton-Raphson, u2 é calculado pela
* kN ~
solugdo do sistema, com a definicdo de Cz’ o qual é igual a C2, a excegdo dos

elementos extremos, pela forma de Aaf

Computacionalmente falando, a velocidade de solugdo do sistema
completo depende da solugdo do subsistema nio linear, o qual é fracamente
acoplado, funcdo da forma de A12; A21 e da estrutura tridiagonal de Azz’
dependendo ainda da inversdo de Azz' Quanto a esta, como é formada por elementos

constantes, é possivel ter sua forma invertida ja armazenada, para diversos
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numeros de pontos que definem a trajetéria, ja que a dimensdo de A22 é dada pelo
nimero de pontos menos quatro. As tabelas A.2.2 até A.2.7 apresentam a matriz e

a sua correspondente inversa.

Deste modo, estando, por exemplo, A;; pré-calculada para o numero de
pontos de trajetdria, esta pode ser rapidamente calculada, uma vez obtida a
solugdo do subsistema nio linear, o que também ndo chega a comprometer o tempo
de processamento, devido a rapida convergéncia ao resultado, geralmente em duas

ou trés iteragdes, fungdo do fraco acoplamento existente.

A Tabela A2.1 mostra a relagio entre os coeficientes relevantes das
equagdes do subsistema n3o linear, para cinco e para dez pontos, evidenciando

que com um maior numero de pontos o acoplamento enfraquece rapidamente.

TABELA A2.1 - Coeficientes da equagio enm T

considerando AXi constante. A equagio fica na forma a seguir.

Ty para 5 e 10 pontos,

2
at_ + bt +ct +d=0
1 1 N

a b . c d
5 pontos 1, 00000 1,75000 -0, 25000 A 2,00000
10 pontos 1, 00000 1,73205 0, 00034 3, 46479

A2.4. Trajetéria de dois trechos.

A trajetdéria de dois trechos é desenvolvida especificamente para uso
com o conceito de trajetéria adaptativa, para definir o percurso desde o ponto
onde ocorre a bifurcagdo, até o ponto correspondente ao novo objetivo. As
condiqées que a trajetéria deve satisfazer no novo ponto final sdo idénticas as
do objetivo original (k = 0 e x = 0), que sdo satisfeitas pelo trecho de

aproximagdo, de forma similar ao desenvolvido na segdo A2.1.

Quanto & trajetéria de movimentagio, esta deve permitir ao
manipulador, partindo das condigdes existentes no ponto de bifurcagdo, atingir o
objetivo sob as condigdes impostas. A trajetéria de dois trechos € assim formada
de um primeiro trecho de movimentagdo, ou de transigdo, e um trecho final de
aproximagdo. De modo a viabilizar a formulagi3o, a continuidade de aceleragdo no
ponto de bifurcagdo é dispensada, ja que a forga que o atuador que aciona uma
dada Jjunta pode mudar bruscamente de intensidade ou mesmo de sentido, embora
isto ndo ocorra com freqliéncia nos casos reais. Deste modo, as condigdes
iniciais que existem no primeiro ponto do trecho de movimentagdo, figura A2.5,

sdo
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x(0) (A2.92)

]
<

x(0)

]
[+

dx
dXz 3
dis
(%x=0; ¥=0)

dxi

i dt1

(}'{=‘Vo ; X=ao )
Figura A2.5 - Trajetéria de dois trechos, um de movimentagio e outro de

aproximagdo. No ponto inicial a velocidade e a aceleragdo ndo sdo

nulas.

As condigdes finais que devem ocorrer no extremo do trecho de

aproximagio, sio

%(1)
x(1)

(A2.93)

]
(@)

onde A € a velocidade da trajetéria original no ponto de bifurcagéo e a, é a
aceleragdo necessaria para cumprir a missdo, de atingir o novo objetivo no tempo

especificado.

Considerando t(s) linear nos dois trechos, e usando a solugdo para o
trecho de aproximagdo, ja detalhada em A2.1, para o primeiro ponto do trecho de

movimentagido, vem

v = 1 (A2.94)

6Ax -~ 4dx - 2dx
1 1 2

2 = (A2.95)
Atf
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e para o ponto 2, figura AZ.S,

dx2 sz
e = 3 T (A2.96)
1 2
-6Ax1 + 2dx1 + 4dx2 Ax
_ = -6 —2 (A2.97)
At at?
1 2

Das equagdes (A2.93) e (A2.96) resulta de imediato:

dx = v_ At (A2.98)
1 0.1

At

C 1
dx2 =3 sz KE; (A2.99)

O problema a ser resolvido é, em primeiro lugar, definido o objetivo,
conhecer-se Ax e este deve entdo ser dividido nos dois intervalos, Ax1 e sz. Em
segundo lugar, ¢ necessario calcular qual a aceleragio inicial, a,, que deve ser
usada para viabilizar a trajetéria. Substituindo (A2.98) e (A2.99) em (A2.95) e
(A2.97), resulta:

( At )
60x - 4v At - 6Ax — - AtT a =0
1 0o 1 2 At2 1 0
< (A2.100)
At1 sz 5
64x - 4v At - 120X —— -6 — At =0
1 "0 1 2 At2 At2 1

\ 2

Considera-se conhecidos em (A2.100), Vo 8g At1 e Atz,_logo devem

ser obtidos Ax1 e sz. Assim, subtraindo uma equagdo da outra, vem :
6 Ax [—-.-_1+2—1+—1]=2vAt + a At?
2 0 1 o 1
e portanto, isolando sz,

(A2.101)

N
O -
>
o+
—
- -
+
>
-+
-
—

e Ax1 pode ser calculado como

Ax1 = AxX ~ sz (A2.102)
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ou entdo, subtituindo sz na Gltima equagdo de (A2.100), resulta

At /At

2+ 1 2 (50t +a Atz)] (A2.103)
0 1 [o] 1

[ZVoAt1 1 &t 7AC

O\ =

Ax =
1

Usando agora (A2.101), (A2.102) e (A2.103), resulta finalmente a
expressao para a, que é a aceleragdo inicial necessaria para atingir o objetivo

no tempo especificado.

6Ax (1+At /At ) - 2v At (3+2At /At _+At /At )
17772 0 1 1’72 T2 T

1
= — .104
%o 2 2 + At /AL + At_/AT (A2.104)
At1 1 2 2 1
Deste modo a solugdo da trajetéria fica completa, devendo-se
determinar, portanto, pela orden, ay Axa; Axl; dx1 e dxz, usando

respectivamente (A2.104); (A2.101); (A2.102); (A2.98) e (A2.99).
A2.5. Tabelas da matriz A22 e sua inversa.

Esta secgdo apresenta a forma da matriz Azz’ para uma trajetéria
genérica, bem como sua correspondente inversa, para até onze pontos

especificados na trajetéria.

TABELA A2.2 Matriz A22 e sua inversa. ( Trajetéria de 6 pontos)
MATRIZ 2 X 2

8.00000 2.00000
2.00000 8.00000

0.13333 -0.03333
-0.03333 0.13333

TABELA A2.3 Matriz A22 e sua inversa. ( Trajetéria de 7 pontos)
MATRIZ 3 X 3

8.00000 2.00000 0.00000
2.00000 . 00000 . 00000
0.00000 2.00000 8.00000

[o0]
N

0

0.13393 -0.03571 0.00893
-0.03571 0.14286 -0.03571
0.00893 -0.03571 0.13393
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TABELA A2.4 Matriz A22 e sua inversa. ( Trajetéria de 8 pontos)
MATRIZ 4 X 4

8.00000 2.00000 0.00000 0.00000
2.00000 8.00000 2.00000 0.00000
0.00000 2.00000 8.00000 2.00000
0.00000 0.00000 2.00000 8.00000

0.13397 -0.03589 0.00957 -0.00239
-0.03589 0.14354 -0.03828 0.00957
0.00957 -0.03828 0.14354 -0.03589
~-0.00239 0.00957 -0.03589 0.13397

TABELA A2.5 Matriz A22 e sua inversa. ( Trajetéria de 9 pontos)

MATRIZ 5 X 5

8.00000 2.00000 0.00000 0.00000 0.00000
2.00000 8.00000 2.00000 0.00000 0.00000
0.00000 2.00000 8.00000 2.00000 0.00000
0.00000 0.00000 2.00000 8.00000 2.00000
0.00000 0.00000 0.00000 2.00000 8.00000

0.13397 -0.03590 0.00962 -0.00256 0.00064
-0.03590 0.14359 -0.03846 0.01026 -0.00256
0.00962 -0.03846 0.14423 -0.03846 0.00962
-0.00256 0.01026 -0.03846 0.14359 -0.03590
0.00064 -0.00256 0.00962 -0.03590 0.13397
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TABELA A2.6 Matriz A22 e sua inversa. ( Trajetéria de 10 pontos)
MATRIZ 6 X 6

8.00000 2.00000 ©0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
2.00000 8.00000 2.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 2.00000 8.00000 2.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 2.00000 8.00000 2.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 2.00000 8.00000 2.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 2.00000 8.00000

0.13397 -0.03590 0.00962 -0.00258 0.00069 -0.00017
-0.03590 0.14359 -0.03847 0.01031 -0.00275 0.00069
0.00962 -0.03847 0.14428 -0.03865 0.01031 -0.00258
-0.00258 0.01031 -0.03865 0.14428 -0.03847 0.00962
0.00069 -0.00275 0.01031 -0.03847 0.14359 -0.03590
-0.00017 0.00069 -0.00258 0.00962 -0.03590 0.13397

TABELA A2.7 Matriz A22 e sua inversa. ( Trajetéria de 11 pontos)
MATRIZ 7 X 7

8.00000 2.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 O0.00000
2.00000 8.00000 2.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 2.00000 8.00000 2.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 2.00000 8.00000 - 2.00000 ©0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 2.00000 8.00000 2.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 2.00000 8.00000 2.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 2.00000 8.00000

0.13397 -0.03590 0.00962 -0.00258 0.00069 -0.00018 0.00005
-0.03590 0.14359 -0.03848 0.01031 -0.00276 0.00074 -0.00018
0.00962 -0.03848 0.14428 -0.03866 0.01036 -0.00276 0.00069
-0.00258 0.01031 -0.03866 0.14433 -0.03866 0.01031 -0.00258
0.00069 -0.00276 0.01036 -0.03866 0.14428 -0.03848 0.00962
-0.00018 0.00074 -0.00276 0.01031 -0.03848 0.14359 -0.03590
0.00005 -0.00018 0.00069 -0.00258 0.00962 -0.03590 0.13397



APENDICE 3.

A3. MANTPULADOR EXEMPLO.
A3.1. CINEMATICA.

Nos exemplos de aplicagdo dos Capitulos 4 e 5, onde sdo detalhadas,
respectivamente, as trajetérias pré-programadas e as trajetérias adaptativas,
foi utilizado um manipulador de trés graus de liberdade, com juntas rotativas,
conforme ilustrado na figura A3.1, o que permite a localizagdo de qualquer ponto
dentro do seu espago de trabalho, porém ndo permite controlar a orientagdo do
efetuador, ou elemento ativo do manipulador. Esta deficiéncia do manipulador
escolhido ndo é significante, ja que ele é utilizado tipicamentevpara ilustrar o
procedimento proposto para o planejamento de trajetéria e assim o uso, com um
manipulador com trés ou mais graus de liberdade, é idéntico quanto ao objetivo

final pretendido, de ilustrar a formulagdo proposta.

X |

Figura A3.1 - Configufaqéo do manipulador exemplo.

A cinematica direta para esta configuragdo, pode ser obtida como,
(6,8].
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x = (Lcos@_ + ¢ cos (6. + 8_)) cose (A3.1)
2 2 3 2 3 1
y = (2200562 + 23 cos (92 + 63)) sene1 (A3.2)
z=28 - (Lsen6_ +£ sen (8 + 8 )) (A3.3)
1 2 2 3 2 3

A cinematica inversa deste tipo de manipulador é dada pelas equagdes,

[4,6].
6 = arc tg (y/x) (A3.4)
21- z [81-212 + [x/cosell2 + 23 - 22
6_ = actg | ——————|- arcos (A3.5)
2 x/cose1 . S 5
2042 -2)%+(x/cos0.)
2 1 1
(x/cosB )% + (2 -2)% - (&% + %)
6_ = arcos ! ! 2 3 (A3.6)
3 20 ¢
23
onde 91; 92 e 63 estdo definidos na figura A3.1.
Para que a solugdo exista, é necessario que
eyt iz -7 s+’ (A3.7)

0 que define os pontos internos ao espago de trabalho.

A3.2. CELULA DE TRABALHO E VISUALIZAGAO.

O manipulador articulado usado para exemplificar'o procedimento de
plane jamento de trajetéria estd inserido em uma célula de trabalho ficticia,
formada pelo manipulador e por um torno, modelado este pela sua base, cabegote,
contraponto e uma peca de trabalho cilindrica. A figura A3.2 mostra um esquema
da célula de trabalho com suas principais dimensdes e a figura A3.3 mostra uma

vista em perspectiva da célula.
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X

Figura A3.2 - Esquema da célula de trabalho usada como exemplo.

Figura A3.3 - Vista em perspectiva da célula de trabalho.

Um aspecto importante no modelamento da célula de trabalho é o uso de
dois diferentes sistemas de coordenadas, o sistema da célula, com Qrigem Oc, eo
sistema do manipulador, com origem em Om, conforme figura A3.3. Deve ser
observado que os sistemas possuem ndo sbé origens distintas, mas também as
orientacdes dos eixos sido diferentes. O sistema da célula é o sistema basico
para o processamento grafico, onde é feito todo o cdalculo para realizar o
display, bem como para posicionar a diregdo segundo a qual o observador se
orienta em relagdo & célula. Ja o sistema de coordenadas do manipulador é usado
para especificar a trajetéria e, assim, os pontos fornecidos, por onde a
trajetéria deve passar, sdo dados em relagdo ao sistema ‘de coordenadas do
manipulador. Este sistema é portanto utilizado em todos os calculos da
cinematica inversa, a partir dos pontos especificados e também da cinematica
direta, agora sobre cada um dos pontos calculados da trajetéria, de modo a

permitir o display da trajetéria cartesiana sobre a célula de trabalho.



APENDICE 4.

TRAJETORIAS DO TIPO 4-3-4 E 3-5-3.
A4.1. FORMULACAO DE UMA TRAJETORIA DO TIPO 4-3-4.

A trajetdéria do tipo 4-3-4, [12], é em tudo similar aos tipos de
trajetdorias que estio formuladas no presente trabalho. A trajetéria é formada
por trés trechos, sendo em cada trecho definida, parametricamente, uma fungdo
polinomial, do quarto grau nos trechos extremos e do terceiro grau no trecho
central, dai advindo a sua designagdo de trajetdéria 4-3-4. De um modo resumido,

a formulagdo apresentada abaixo permite uma visdo sobre os detalhes do

algebrismo envolvido.

A trajetéria consiste de trés polindmios hi(t), que definem a
trajetdéria de uma dada junta. Cada uma das equagdes polinomiais sio expressas em
um tempo adimensionalizado, definido entre 0 e 1 para cada trecho, coincidindo
portanto com o parametro s usado no presente trabalho, quando uma fungdo t(s)
linear é adotada. As equagdes polinomiais para cada coordenada de junta, para os

trés trechos da trajetéria, com tempo adimensional, s3o:

|
[y
~
+
[
~
+
Y]
L]

h (t) = 4 3 2 a1t +a (primeiro trecho)
1 14 13 12 11 10

2
h_(7) a_ 1> +a 1 a .t +a (segundo trecho)
2 23 22 21 20

4 2 .
h_(7) a T +a 1 +a 15 4 1T +a (terceiro trecho)
3 34 33 32 31 30

(A4.1)

O tempo adimensionalizado, T, é definido a partir do tempo real t, em

segundos, na forma

T = - (A4.2)

onde entéo ti corresponde ao instante de tempo no fim do intervalo i.

As condigbdes que as equagdes (A4.1) devem satisfazer podem ser

listadas como abaixo, [12]:
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Posigdo inicial, 60.

Velocidade inicial, Vo’ em geral nula.
Aceleracdo inicial, a, em geral nula.
Posigdo de afastamento, 91, "lift-of f".
Continuidade de posigdo em tf
Continuidade de velocidade em tf
Continuidade de aceleracgdo em tf
Posigdo de aproximagio, 92, "set-down".
Continuidade de posigédo em tz
Continuidade de velocidade em tz
Continuidade de aceleragdo em tz
Posigédo final, ef

Velocidade final, Ve €m geral nula.

Aceleracgido final, a., em geral nula.

Aplicando estas condi¢des para as equagdes (A4.1), vem:

a =0
10 o
a =v T (A4.3)
11 o] %
a_=a T /2
12 o 1
a =0
20 2
a =v T (A4.4)
21 2 %
a_=a_1T_/2
22 2 2
a =0
30 f
a =v T (A4.5)
31 f %
a_=a_T_/2
32 f 3
onde foi adotada a notacdo ri = ti - til. 0O desenvolvimento de todas as

condigdes previamente citadas leva ao sistema de equacgdes
CX =¥ (A4.6)

onde
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Al— 5 - vo T
1
- a
(o]
Y = A, | (A4.7)
-a_ T_ +
£ 3 £
a
£
2
af‘ 13
A3+ > - vf T
\ y.
1 1 0 o o0 0 0]
3/t a/T -1/t 0 0 0 0
1 1 2
6/72 12/1° 0 -2/ 0 0 0
1 1 2
c = 0 0 1 1 1 0 0
0 0 i/t 2/T 3/t =3/t_ 4/t
2 2 3 3
0 0 0 2/7° e/t° 6/t-12/7°
_ 2 2 3 3
e 0 0 0 0 1 -1
(A4.8)
( \
a
13
a
14
a
21
= [ (A4.9)
a
22
a
23
a
33
a
34
\ J

A solucdo do sistema (A4.8) leva portanto a solugdo da trajetéria, ja
que todos os coeficientes das equagdes (A4.1), estdo definidos numericamente. O
Apéndice AS apresenta algumas curvas correspondentes as trajetoérias geradas pela

presente formulagdo. Deve ser salientado que a matriz coeficiente (A4.8)
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apresenta-se mal condicionada, o que exigiu o uso de um algoritmo para a solugdo

baseado no método de Gauss, mas com pivotamento parcial [40].
A4.2. FORMULAGAO DE UMA TRAJETORIA DO TIPO 3-5-3.

A trajetéria do tipo 3-5-3, [12], é também similar aos tipos de
trajetérias que estdo formuladas no presente trabalho. A trajetéria é formada
por trés trechos, onde em cada trecho é definida, parametricamente, uma fungdo
polinomial, sendo do terceiro grau nos trechos extremos e do quinto grau no
trecho central, dai advindo a sua designac3o de trajetéria 3-5-3. A formulagdo
apresentada abaixo fornece diretamente as expressdes dos polindmios que

especificam os trés trechos.

Primeiro trecho.
2
h(t) = (Ax -v At -aat2/72)t3+ (ast?/72)t
1 1 ) 1 01 0o 1

+ (v At ) t + x
) 1 ()
(A4.10)

<
[}

3Ax /At -2v -a At /2
1 1 0 0 1

[y
[}

6 Ax. / At2-6v /t -2a
1 1 0 1 [o]

Segundo trecho.

2 2 5
- - - /2 t
hz(t) (6 sz 3 \A At2 3 v, At2 alAt2 / 2+ azAt2 )

4

+

(-15Ax +8v At +7v At+3adtd/2+adt?)t
2 1 2 2 2 1 2 2 2

+

2 3
(108x -6v At-4v At-3aAt>/2+aAt®/2)t
2 1 2 2 2 1 2 2 2

+

(aat>/2)t2+ (v At ) t +x (Ad4.11)
1 2 1 2 1

v =3Ax /At -2v -alAt /2
3 3 £ £ 3

a_ =-6Ax /M2 -6v /t -2a
3 3 f 3 f
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Terceiro trecho.

h(t) = (Ax -v At +aatd /2 t3
3 3 £ 3 f 3

2

+

(-38x +3v At - a At® ) t
3 £ 3 £ 3

+

(3A0x -2v At +adtd/2)t +x (A4.12)
3 £ 3 £ 3 2



APENDICE 5.

AS. OUTROS RESULTADOS.

O presente Apéndice apresenta um conjunto de resultados adicionais de
trajetérias geradas pelas diversas formulagBes discutidas ao longo do texto, com

o objetivo de ilustrar de forma mais completa as diferentes possibilidades que

sdo disponiveis.
AS.1. TRAJETORIAS PARA UM GRAU DE LIBERDADE.

As figuras AS5.1 a AS.6 mostram varios exemplos para as formulagdes de
trajetérias de trés trechos, de quatro trechos, bem como para a trajetéria
genérica. As formulagdes de trajetdrias do tipo 4-3-4 e 3-5-3 também estédo
presentes. Para melhor clareza dos exemplos, estes foram sempre feitos
considerando um uUnico grau de liberdade, o que facilita a‘anélise dos resutados
obtidos em cada exemplo. A figura A5.2 mostra o conjunto de trés telas que o
sistema TRA-GEN fornece para cada trajetéria que é rodada, mas que na maioria
dos exemplos apresentados neste trabalho nio foram mostradas, por questdes de
redugdo do volume de dados apresentados. A primeira tela corresponde aos dados
fornecidos, iniciando com a escolha do tipo de trajetéria e logo apdés com a
entrada dos dados necessarios. A tela encerra com alguns valores de controle
calculados. A segunda tela é a tela grafica que fornece as curvas de posigdo,
velocidade e aceleragdo, fungio do tempo. A terceira tela resume os valores de
minimo e maximo para as trés curvas, com os correspondentes instantes de tempeo

em que ocorrem.

frajotoria PCH 3
o et ; Aiceleracao T
// ' ) rlg
VAR UVUelocidade e
| .‘\\ l ,.'1
i 4
y
. /
e //
" Posicao 4
100" ' “

Figura AS.1 - Trajetéria de trés trechos, de precisdo. O valor da constante K
usada fol de'3,3, com um tempo total da trajetéria de 6 segundos,

posi¢do do ponto inicial de -100 e do ponto final de 100.
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Trajetoria Canerica ou Particular 7 (C/P) PARTICULAR

Ponta infcisl -100
Ponto final 100
Tonpo t1 e
Tompo t2 b 3
Tempo t3 3
Tompo t4 6
Constante k 3

Valor maxlno para X =
at 21 , 4t 22

ax 2% , 4x 22

Tempo 1 de procsasansnto =

3.
39
1.095445115018331
43.24125453960149
28125 .

Trajotorla do TRES ., QUATRO trochos, tipo 4-3-4 ou 3-6-37 (I/4/b76) I

Trajotoria do Procisac, de Movimentavao ou Complota (P/MWC) 7 Movimontacao

1.895445115818331
43.24125453988149

Irajotoria PCH 3

-1 108

Aoeleraoao
' Velooidade

18

Posiocao

o

Poslcao
-3100.00 106.08 8.8
Vs locidads
.00 43 .62 9.08
Ace laracac
~?68.16 78.96 6.01

Valores linites de posicaoc,

6 .80

3.08

1.08

vajocidade & de aceleracao

Figura A5.2 - Trajetéria de trés trechos, de movimentacdo, com valor de K = 3,3.

S8o0 mostradas as trés janelas de dados que o sistema fornece.

0 exemplo de trajetéria de quatro trechos da figura A5.3 foi

selecionado para ilustrar certos aspectos que estdo ocultos pela formulagédo

deste tipo de trajetéria.

pontos dados (primeiro,

Para os dados fornecidos,

segundo e quarto pontos), a trajetéria final obtida ¢

muito sensivel ao valor do terceiro ponto, no caso com coordenada -57,5.

mantendo constantes os
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TIrajotoria PCH 4
"‘11.0
Velocidade |
I NN s !
. e Acelensacso
-1 Posicao

Figura A5.3 - Trajetéria de quatro trechos. Os pontos especificados foram, na
ordem, -100,-90,-57,5 e -30. O intervalo de tempo entre cada ponto

intermediario é de 1 segundo.

Este efeito é decorréncia da formulagdo adotada, onde os intervalos
de tempo extremos sfo calculados a partir dos dados, equagdes (A2.51) e (A2.52);
também a coordenada do ponto final ¢é calculada, equagdo (A2.47). Assim,
dependendo dos valores relativos dos pontos fornecidos, ocorrem duas situagdes
criticas, uma quando a equagdo (A2.50) fica zero, outra quando a equagdo (A2.52)
fica zero. Isto leva a que os intervalos de tempo calculados, para o trecho de
afastamento ou para o trecho de aproximagdo tendam a infinito. Deste modo, a
posigdo final varia consideravelmente, quando os dados estdo na vizinhanga da
condigdo critica. A Tabela A5.1 ilustra esta sensibilidade, para os dados da

figura AS. 3.

TABELA AS.1 - Valores da posigdo e do tempo final da trajetéria da figura AS.3.

dependendo da coordenada do terceiro ponto.

Coordenada do ponto Posigdo final Tempo final
-56,9 1339,0 176,5
-57,0 288,7 43,76
-57,5 33,21 11,50
-58,0 3.70 7,79

As figuras AS5.4 a A5.6 mostram agora o efeito de uma vgloqidade
inicial ndo nula sobre a trajetéria. A velocidade adotada foi de -20, para uma
trajetéria partindo de -100 e atingindo 100 apdés 4,5 segundos. A trajetéria do
tipo 4-3-4 teve o menor valor extremo de aceleracido, de 91,35 s-z, enquanto que
a trajetéria 3-5-3 apresentou um pico de aceleragdo 180,00 s e a PCH teve sua

aceleracdo maxima de 180,00 s ° também.
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ITrajetoria 434

| jea Acelexracae -
PEts T
e N,
/.// e . -
/’ e - \\*\
7 1 - 4 L 5
2 I T T T
—4’/ - TS e, ’//
/." o - S /”/
Posicao .~ gl
- L6 /a"'—

Figura AS5.4 - Trajetéria do tipo 4-3-4, com velocidade inicial de -20.

Trajotoria 353 .
roa / . —-. Velocidade .
_/; o -
7 e -
i /, D s
E ’/ - . . -
’:' /,- - \'\\\
K 1 - T 4 D 5
7 i ' 1
—/’ J//
’ /’//
P , //'r
- . _-~ Rceleracao ¥
-109 /’,’A Posi
foree osicao

Figura A5.5 - Trajetéria do tipo 3-5-3, com velocidade inicial de -20.

'h-c.)at.nrla/()i 3
/ ‘

|I{ 100

~"Posicao

/ Uelocidade T
// g T e
/ ‘ -
/ ,_ ~.
,/ , 1 Pt 4 - S
j ] i emm, e, ' /I//]
- - T e, /’

Acelexracao

Figura AS.6 - Trajetéria PCH de trés trechos, com

velocidade inicial de -20.
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AS.2. TRAJETORIAS NO ESPACO 3D.

Os exemplos que seguem consideram agora o manipulador descrito no
Apéndice A3. A figura AS5.7 mostra uma comparagdo entre uma trajetéria
retilinea definida por seis pontos e uma similar, agora definida por .sete
pontos. Dos valores de coordenadas cartesianas do extremo do manipulador, vem
que, para a trajetéria de seis pontos, o maximo desvio, em Y, foi de 60,90 mm,
enquanto que na de sete pontos, n3o ultrapassou 3.22 mm. Assim, com a inclusdo
de apenas mais um ponto, o desvio da trajetéria retilinea foi reduzido em

praticamente vinte vezes.

&

Figura A5.7 - Trajetéria genérica de seis pontos e de sete pontos.

PLANEJAMENTO DE TRAJETORIAS POR HERMITE I~ X
EDR -~ JANEIRO 1991 - GRANTE B UFSC N T
OBSERVADOR NA DIRECAO 8.8 0.0 1.8 :

q—._‘“\‘ ,-"'_'_'—s
\.\'~—--"'" -
u
-44'::;}— /"/F’:"' oo

Figura AS5.8 - Trajetéria genérica de percurso circular.
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A figura AS5.8 mostra uma trajetéria circular, em um plano paralelo ao
plano XZ do manipulador, definida por onze pontos, iniciando no ponto mais baixo
e na diregdo de 61 crescente. A tabela A5.2 mostra parte da listagem obtida.para
esta tfajetéria, para as coordenadas cartesianas do efetuador. A tabela AS.3 por
sua vez ilustra os resultados a nivel de junta, com os valores de posigédo,

velocidade e aceleracgdo, respectivamente para as juntas 1, 2 e 3.

TABELA A5.2 - Pontos em coordenadas cartesianas para a trajetéria circular,

correspondente aos dois primeiros trechos.

-9.01 1200.00 500.00
-0.909 1200.00 S00.01
-0.29 1200.01 500.03
-0.69 1200.03 500.06
~1.36 1200.0% 500.42
-2.35 t200.08 500.22
-3.72 1200.13 500.34
-5.56 1200.19 500.51
=7.92 1200.26 500.73
-10.86 1200.35 - Sei.e0
~14.46 1200.44 501.33
-48.77 1200.34 To1.73
-23.87 1200.63 502.29
-29.81 1200.72 502.74
-34.67 1200.78 503.37
~44.52 1200.79 504,09
~53.40 1200.75 G04.914
-63.40 1200.63 505.83
-74.59 1200.39 506.06
-87.00 1200.00 508.00

-97.44 1200.17 510.27
-107.91 1200.34 S12.76
-119.33 1200.52 S516.03
-131.32 1200.469 S19.52
-143.82 1200.84 523,44
-154.78 1200.98 527.814
-170.15 1201.08 532.635
~183.85 1201.15 $37.97
-197.84 t201.18 543.79
-212.07 {20t.18 -
-226.46 1201.%°
-240.97 L2°
-235.53
-D7n

TABELA A5.3 - Posicgdo, velocidade e aceleragido, em coordenadas de junta, para a

trajetéria circular, correspondente aos dois primeiros trechos.

1.5708 0.0008 0.0400 -0.1{842 -0.0002 -0.0245 4.7302 ©0.0000 ©.0024
1.5709 0.0032 0.0961 -0.1042 -0.0007 -0.0487 1.7302 0.0001 0.0041
1.5710 0.0073 0.1441 -0.1842 -0.00146 -0.0734 1.7302 0.0002 ©.0072
1.5714 0.0129 0.1921 -0.1042 -0.0028 -0.0978 1.7302 0.0003 0.007%
1.5719 0.0202 0.2402 -0.1043 -0.0044 -0.1223 §.7302 0.0005 0.0120
1.5728 0.0291 0.2082 -0.1843 -0.0043 -0.1448 1.7702 0.0000 0.0144
1.5739 0.0396 0.3362 -0.1844 -0.0084 -0.1712 1.7303 0.0010 0.0147
1.5754 0.0517 0.3643 -0.1846 -0.0112 -0.1957 1.7300 0.0014 0.0191%
1.5774 0.0654 0.4323 -0.1048 -0.0142 -0.2201 1.7303 0.0017 0.0215
1.5798 0.0007 0.4004 -0.1030 -0.0173 ~0.2444 1.7303 0.0021 0.0237
1.3020 0.0977 0.5284 -0.1053 ~0.0212 -0.2691 1.7304 0.0026 0.0263
1.3864 0.11463 0.5764 -0.1854 -8.0252 ~0.2935 1.7304 0.0031 0.0207
1.5907 0.1344 0.46245 -0.18460 -0.0296 -0.3180 1.7305 0.00346 0.0311
1.5956 0.1582 0.4725 ~0.1845 -0.0343 -0.3424 1.7306 0.0042 0.0335
1.6013 0.16817 0.7203 -0.1070 -0.0394 -0.3669 1.7304 ©0.0040 ©0.03%59
1.4079 0.2047 0.74686 -0.1076 -0.0440 -0.3914 {.7307 0.0055 0.90:102
1.6152 9.2333 0.8146 -0.1003 -0.0506 ~0.4158 1.7308 0.0062 0.0407
1.6236 0.2616 0.08646 ~0.1890 -0.0567 -0.4403 1.7307 0.0047 0.0404
1.46328 0.2915 0.9127 -0.1899 ~0.0632 ~0.4647 1.7311 0.0077 0.0454
1.6432 0.3229 0.9607 -0.19080 ~0.0700 -0.4892 1.7312 0.0005 0.0478

1.6513 0.3460 0,0802 -0.1927 -0.0023 -0.%095 1.73(5 0.0098 0.0520
1.6605 0.3670 ©.7997 ~0.1950 -0.8955 —-0.5290 1.7317 0.0111 0.0562
$.6699 0.3859 0.7192 -0.1975 ~0.1090 -0.5501 1.7320 0.0126 0.0603
1.6797 ©0.4029 0.46388 -0.2004 -0.1230 ~0.5704 1.732) 0.0141 0.0564%
1.6900 0.4179 0.5503 -0.2037 -0.1375 -0.3907 1.7327 0.0158 0.0684
1.7006 0.4308 0.4770 -0.2073 ~0.1325 ~0.4110 1.7331 0.0176 ¢.0728
1.7115  0.4418 0.3973 -0.2143 -0.1600 -0.4313 1.7336 0.9194 0.0770
1.7227 0.4507 0.3168 -0.2157 -0.16841 ~0.46516 1.7341 0.0214 0.0011
1.7340 0.4576 0.23483 -0.2205 -0.2006 -2.46720 1.7347 0.0235 ©.0853
1.7435 0.4625 2.1538 ~0.2257 -0.2177 -0.4923 1.7353 0.0257 0.00%4
1.7571  0.4634 0.0754 ~0.2314 -0.2352 ~8 7(D& 4 TALA A amnn A A
1.7608 - 0.4643 -0.0051 -0,237% -0.0>""

1.7004 0.4631 -0.0056 ~0.2441 --

1.7920 0.44620 -0.1661 -0.0""

4 nANE A amin LA Nes
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OBSERUADOR NA DIRECA0O 8.8 6.6 1.8

X

U

Figura A5.9 - Trajetéria genérica de setenta e oito pontos.

PLANEJAMENTO DE TRAJETORIAS POR HERMIIE Srm—— ... ® X
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Figura A5.10 - Trajetéria PCH de trés trechos, com K = 6,0, iniciando no ponto

(0,600, 1000) e com ponto final em (0, 600,2500).
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A figura AS.9 corresponde a uma trajetéria gerada por setenta e oito
pontos, mostrando assim a versatilidade do procedimento proposto. A figura AS.10
mostra o uso de uma trajetéria de trés trechos, com K = 6, para o manipulador
considerado. Neste exemplo, coincidentemente, as trajetérias de 62 e 93 levam a
curvas de velocidade e de aceleragio praticamente idénticas, enquanto que 91 nao
tem alteragdo, pois a trajetéria estd no plano YZ do sistema de coordenadas do

manipulador.



APENDICE 6.

A6. 0S SISTEMAS COMPUTACIONAIS.

Este Apéndice apresenta uma descrigdo dos sistemas computacionais
desenvolvidos para mostrar a utilizagio dos algoritmos e formulagdes
apresentadas no-decorrer do presente trabalho. Estes sistemas computacionais»
fornecem, no primeiro deles, as trajetérias planejadas por um dos processos
descritos anteriormente, e, no segundo sistema, a simulagio de uma célula de
trabalho robotizada, com as trajetérias planejadas como descrito, para cada um

dos graus de liberdade do manipulador modelado.
A6.1. O SISTEMA TRA-GEN.

Este sistema foi montado com o objetivo de criar um ambiente
computacional para o desenvolvimento e teste dos algoritmos das diferentes
formulagBes de trajetérias apresentadas neste trabalho, bem como para a
formulagdo usada como comparacio. Neste sistema, todas as formulagdes foram
desenvolvidas para gerar a trajetéria de um unico grau de liberdade, fornecendo
a posigdo, a velocidade e a aceleragio, a acréscimos prédefinidos para o
parametro s. As formulagBes implantadas no sistema foram:

Trajetéria de trés trechos: Movimentagdo e precisdo.
Trajetéria de quatro trechos;

Trajetéria genérica;

Trajetéria adaptativa (para qualquer trajetéria acima);
Trajetéria 4-3-4, segundo [12];

Trajetéria 3-5-3, segundo [12].

A estrutura basica do sistema estd esquematizada a seguir, com uma

breve discussdo das rotinas mais importantes.
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PROGRAMA PRINCIPAL

DEFINICAO DE VARIAVEIS

IF 3Trechos Le_Dados_Tres_Trechos
IF 4Trechos Le_Dados_Quat_Trechos
IF .Generlca Le_Dados_Generica

IF Adaptativa Le_Dados_Adaptativa
IF 434 LeDados_434

IF 353 LeDados_353

Ini_Dados_Graficos
IF 3Trechos
IF Flag = O Trecho_3.1
IF Flag = 0 Trecho_3.2
IF Flag = 0 Trecho_3.3
IF 4Trechos |
IF Flag = O Trecho_4.1
IF Flag = 0 Trecho_4.2
IF Flag = O Trecho_4.3
IF Flag = 0 Trecho_4.4
iF Generlca
IF Flag = 0 Trecho_G.1
IF Flag = O Trecho_GInter
FOR I = 1 to N_Pontos - 5
IF Flag = 0 Trecho_GInter
NEXT
IF Flag = O Trecho_GInter
IF Flag = O Trecho_GFim
IF 434
IF Flag = O Trecho_434.1
IF Flag = O Trecho_434.2
IF Flag = O Trecho_434.3
IF 353
IF Flag = 0 Trecho_353.1
IF Flag = O Trecho_353.2
IF Filag = O Trecho_353.3
IF Flag # O
Processa_Trajetoria_Alternativa

END
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As rotinas do tipo Le Dados, além da entrada de dados necessarios,
fazem todo o calculo preliminar para definir os varios coeficientes que
especificam cada um dos trechos da trajetéria, de acordo com a formulagdo
adotada, como no caso da trajetéria genérica, onde o sistema ndo linear é

solucionado.

Exemplificando a estrutura da rotina Trecho_3.1, que ¢é uma rotina
tipica do processamento de um trecho de trajetéria, de modo a ilustrar o

processamento interno, vem:
Trecho_3.1
DEFINICAO DE VARIAVEIS

s =0
For I = 1 to NP
s = s + ds
Calc_Traj_Trecho_Inicial
Desenha_Curva_XVA
Verifica_Tempo_Bifurcacao
Acha_Min_Max
If Flag = 1 EXIT
NEXT

END

A rotina Verifica_Tempo_Bifurcacao faz a verificacdo da ocorréncia de
uma bifurca¢do ou ndo e, caso afirmativo, torna a varidvel Fiag igual & unidade.
A rotina Acha_Min Max registra os valores limites de posigdo, velocidade e

aceleracgdo, com os correspondentes instantes de tempo em que ocorreram.

A rotina calc_Traj_Trecho_Inicial é que realiza o cdlculo da fungdo
x(s) e t(s), segundo a secgdo A2.1.1, fornecendo assim a posigdo, a velocidade,

a aceleragdo e o tempo, para cada valor do parametro s.

A rotina Desenha_Curva_Xva traga no video, para cada instante de
tempo, os pontos correspondentes as curvas de posigdo, de velocidade e de
aceleracgdo, todas em uma mesma escala, definida pelo maximo valor de posigdo que

fol especificado pelos dados fornecidos.
A6.2. O SISTEMA TRA-3D.

O sistema TRA-3D foi montado para ilustrar o uso das trajetérias
programadas por PCH, no caso de manipuladores articulados, usando o manipulador

e a célula de trabalho descritos no APENDICE A3. Este sistema fornece uma saida
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grafica, com quatro janelas, trés delas dedicadas as curvas de posigdo, X, de
velocidade, V e de aceleracdo, A, respectivamente. A quarta janela fornece a
visdo tridimensional da célula, com a trajetéria cartesiana tracada e a posigdo
dos bragos do manipulador, de forma esquemdtica. Os bragos sdo tragados apenas
sobre os pontos que foram fornecidos para definir a trajetéria e ndo sobre todos
os pontos calculados, de modo a melhorar a visualizagl3o. A posigdo do observador

é definida pela diregdo segundo a qual este estd observando a célula, em relagdo

ao sistema de coordenadas desta.

A estrutura basica do sistema 3D estd esquematizada a seguir, com uma
breve descrigdo das principais rotinas. As informagdes acerca da geometria da

célula de trabalho estdo no programa principal, com uma representagdo do tipo

"wire-frame".
PROGRAMA PRINCIPAL
DEFINICAO DE VARIAVEIS

Le_Envoltoria
Le_Dados_Generica
Tempo_Absoluto
Traj_Altern
Ini_Dados_Graficos

Matrizes_Visual

Desenha_Braco

s =0

FOR I = 1 to NP
S = s + ds
IF Flag = O THEN
Trecho_G1 (TETA1)
Trecho_G1 (TETA2)
Trecho_G1 (TETA3)
Desenha_Traj_3D

NEXT

Desenha_Braco

s =0
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FOR I = 1 to NP
s = s + ds
IF Flag = O THEN
Trecho_GInter (TETA1l)
Trecho_GInter (TETA2)
Trecho_GInter (TETA3)
Desenha_Traj_3D

NEXT

Desenha_Braco

FOR n = 1 to N_Pontos - 5

s =0

FOR I =1 to NP
s = s + ds
IF Flag = O THEN
Trecho_GInter (TETA1)
Trecho_GInter (TETA2)
Trecho_GInter (TETA3)
Desenha_Traj_3D
NEXT

NEXT

Desenha_Braco

FOR I = 1 to NP
s = 8 + ds
IF Flag = O THEN
Trecho_GInter (TETA1)
Trecho_GInter (TETA2)
Trecho_GInter (TETA3)
Desenha_Traj_3D

NEXT

Desenha_Braco
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FOR I =1 to NP
s = s + ds
IF Flag = O THEN
Trecho_GFim (TETA1l)
Trecho_GFim (TETA2)
Trecho_GFim (TETA3)
Desenha_Traj_3D

NEXT
Desenha_Braco

IF Flag = 1 THEN
Processa_Traj_Alternativa
ELSE
STOP

END

A subrotina Le_Envoltoria define uma envoltéria sobre a célula de
trabalho, centrada na origem do sistema de coordenadas do manipulador, a partir
do espago de trabalho. Esta envoltéria é usada para calcular o enquadramento da

célula de trabalho a ser usado, fungio da posigdo do observador.

A subrotina Le_Dados_Generica faz aqui a leitura dos pontos
especificados pelo usudrio, em coordenadas cartesianas, em relagdo ao sistema de

coordenadas do manipulador. Apdés é calculada a cinematica inversa, com uso das

fungdes

Cin_Invi
Cin_Inv2

Cin_Inv3

que correpondem respectivamente as equagdes (A3.4), (A3.5) E (A3.6).

Finalmente, as trajetérias s8o préprocessadas, com a solugdo do
sistema ndo linear,. a soluc3io do sistema linear e a definigdo dos coeficientes
que especificam a trajetéria, para cada um dos trés graus de liberdade do

manipulador.

A subrotina Tempo_aAbsoluto compatibiliza a escala de tempo para cada
um dos graus de liberdade, ji& que os valores de At1 e AtN'séo calculados a
partir dos pontos especificados e logo é de se esperar que cada uma das
coordenadas tenha um valor distinto de At1 e de AtN. Assim, para sincronizar os
movimentos sobre os pontos especificados, é feito com que os pontos

intermediarios da trajetéria coincidam no tempo e portanto o grau de liberdade
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com maior At1 tem o seu movimento iniciado antes do que o grau de liberdade com
menor At1’ de modo que ambos os graus de liberdade atinjam o segundo ponto
especificado da trajetéria exatamente no mesmo instante de tempo, seguindo em

sincronismo a partir deste ponto.

A subrotina Desenha_Braco faz a cinematica direta para cada ligagéo e
plota, no sistema de coordenadas da célula, a configuragdo esquematica do
manipulador, apenas para os pontos da trajetéria que foram inicialmente

especificados.

A subrotina Desenha_Traj 30 faz a cinemdtica direta para o ponto do
manipulador correspondente ao extremo do efetuador e o plota no sistema de

coordenadas da célula, isto para cada ponto calculado da trajetéria.



